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Nomenclature

Général

dimension de ’espace
ouvert borné, connexe de RY, de frontiére réguliére
frontiére de Q2

1
moyenne de f sur le domaine, définie par m(f) = @ / fdx
Q

vecteur normal
vecteur ou plan tangentiel
courbure [m—1]

3
X+ 3 S’ﬂ{:}&

Paramétres physiques

¢p chaleur massique [J.kg 'K™!]
A conductivité thermique [W.m~ L K]
o masse volumique [kg.m™3]

n  viscosité [Pa.s]

o tension de surface [N.m~! ]

S; paramétre d’étalement de la phase i [N.m™!]

Modéle de Cahn-Hilliard

c paramétre d’ordre

c vecteur composé de trois paramétres d’ordre
FIph énergie libre de Cahn-Hilliard diphasique []
fgifh énergie libre de Cahn-Hilliard triphasique [J]

F potentiel de Cahn-Hilliard
My mobilité

S hyperplan défini par S = {(cl, c2,c3) ER3, c1+cotez= 1}

Sdivh gvsteme diphasique

Tij

€ épaisseur d’interface [m]

7 potentiel chimique

u vecteur composé de trois potentiels chimiques

> coefficient de capillarité 3; = 0y + o5, — o [N.m~]
b vecteur composé de trois coefficients 3J; [N.m~!]

3 1 1 1
Yr coefficient défini par — [N.m™!]
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Différents potentiels de Cahn-Hilliard

Fy
Fy

FA,a
Frp

défini par Fy(c) = o12c3c3 + o13¢3¢3 + oa3cics

. by by )y
défini par Fy(c) = ?10%(02 + 03)2 + ?205(01 + 03)2 + ?30:25(01 + 02)2

deéfini par F) o(c) = Fo(c) + Ac%c%c%(@a(cl) + palc2) + valcs))
défini par Fi o(c) = Fy(c) + 3Acic3c3

Fonctions utilisées

f.F
P

Pa

défini par ff'(c) = 42% (; (0iF(c) — 6jF(c))>
g#i Y

défini par P(c) = 3Ac3c3c3

1

déﬁnl par QDOC(C) = m

Formulation variationnelle, discrétisation éléments finis

Vb

VC

espace fonctionnel des paramétres d’ordre avec des conditions de Dirichlet non ho-
mogénes au bord

espace fonctionnel des paramétres d’ordre avec des conditions de Dirichlet homogénes
au bord

espace fonctionnel des potentiels chimiques

espace d’approximation de V¢

espace d’approximation de V#

vecteur des composantes de ¢ dans la base V}

vecteur des composantes de p dans la base V)

Bilans de masse, de quantité de mouvement et d’énergie

Jfea
g
p
T
U

or

T

D

force capillaire [N]
accélaration de la pesanteur [m.s~2]
pression [Pal
température K]
vitesse [m.s™
flux thermique [W]

tenseur de contrainte
tenseur des taux de déformations

Formulation variationnelle, discrétisation éléments finis

Q
Qn

espace fonctionnel de la pression
espace d’approximation de @)



Ip espace fonctionnel de la température avec des conditions de Dirichlet non-homogénes
au bord

Z  espace fonctionnel de la température avec des conditions de Dirichlet homogénes au
bord

T, espace d’approximation de 7

U  espace fonctionnel de la vitesse avec des conditions de Dirichlet non-homogénes au

bord
X  espace fonctionnel de la vitesse avec des conditions de Dirichlet homogénes au bord

X5,  espace d’approximation de X

Résolution numérique

AL méthode de Lagrangien Augmenté
PP méthode de pénalité-projection
IP  méthode de projection incrémentale
r  paramétre d’augmentation dans les méthodes AL et PP
paramétre de descente dans la méthode AL

Référence a la bulle
d, diameétre de la bulle [m]

rp,  rayon de la bulle [m]
ur vitesse terminale [m.s™!]
Indices

b référence a la bulle
£ référence au liquide

Nombres adimensionnels

nombre capillaire Ca = ur
o
_ d2
nombre d’E6tvos Eo = M
o
o 0dy

nombre de Laplace  La = 0
[

4 —_—
nombre de Morton ~ M = g (o — o)

ojo’
d
nombre de Reynolds Re = Qedpur
e
uF00dy
nombre de Weber We = ——
o

Certaines notations sont volontairement redondantes pour conserver des notations classiques,
le contexte ne prétant généralement pas & confusion. Dans le cas contraire, la notation utilisée est
précisée dans le texte.
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Introduction

L’Institut de Radioprotection et de Sireté Nucléaire (IRSN) réalise des recherches, des expertises
et des travaux dans les domaines de la stireté nucléaire, de la protection contre les rayonnements
ionisants, du controle et de la protection des matiéres nucléaires et de la protection contre les actes
de malveillance.

Une part essentielle de I’analyse de siireté est constituée par 1’étude des différentes situations
auxquelles un réacteur nucléaire peut se trouver confronté depuis les conditions normales de fonc-
tionnement jusqu’aux accidents graves qui sont le cadre général de cette thése.

Nous présentons ici le contexte et les objectifs de la thése. Ensuite, nous expliquons les choix
de modélisation qui ont été faits. Enfin, une description de ’é¢tude est donnée.

Contexte : corium hors-cuve

Une situation d’accident grave éventuel est la perte de réfrigérant dans un réacteur & eau pressurisée
(REP) entrainant un échauffement du cceur qui peut conduire a la rupture de la cuve qui I'entoure
(figure 1). Suite a cette rupture, le cceur fondu, appelé corium, se déverse alors dans le puits
de cuve composé de béton. Le corium, encore chauffé par le dégagement de puissance résiduelle
di a la désintégration des produits de fission, interagit alors avec les structures en béton qui le
contiennent, et le bain ablate peu a peu les parois du puits de cuve. Cette interaction s’accompagne
de relachements importants de gaz : vaporisation de ’eau contenue dans le béton et formation de
dioxyde de carbone par décomposition du calcaire, principalement. Le bain est alors traversé par
un flux de bulles. Cette étape de 'accident est appelée interaction corium-béton. Le puits de cuve
est une des barriéres de confinement du corium, il est donc primordial de connaitre la vitesse et la
direction (horizontale ou verticale) de I’ablation du béton.

Le corium liquide est un mélange complexe, qui peut étre constitué de plusieurs phases. Il est
communément admis que l'on peut supposer une séparation en deux phases principales, I’'une ma-
joritairement ozyde et ’autre majoritairement métallique, de masses volumiques différentes. Nous
nous intéressons plus particuliérement & un scénario probable de l'accident ou le bain atteint une
configuration stratifiée (dés que l’agitation engendrée par le flux gazeux tombe en deca d'un cer-
tain seuil) et la phase métallique est plus lourde que la phase oxyde (figure 2). Ce phénomeéne a un
impact majeur sur le déroulement de I'accident : la couche métallique, beaucoup plus conductrice,
constitue un pont thermique entre la couche oxyde, dans laquelle est générée ’essentiel de la puis-
sance, et les parois; la progression de la cavité en est fortement affectée ainsi que, en conséquence,
les modes et temps de percée du puits de cuve (percée latérale ou verticale).

De plus, le flux gazeux influence grandement les transferts entre les deux phases (modification
des couches limites thermiques, changements topologiques de 'interface oxyde/métal avec entrai-
nement éventuel du métal) pouvant accélérer ’ablation du béton dans une direction (horizontale
ou verticale). La quantification de ces échanges reste un probléme ouvert préjudiciable & la fiabilité
des simulations d’accident actuelles.

11



INTRODUCTION

breche cuve
corium

F1G. 1 — Schéma simplifié d’un réacteur en situation accidentelle

Bl béton

2a6m I phase oxyde

Il phase
métallique

8al0m

F1G. 2 — Interaction corium-béton dans une situation stratifiée
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Phase oxyde

d
.

Tinterface
| —

Phase métallique

FiG. 3 — Représentation par zones en configuration stratifiée

Le code d’évaluation réacteur MEDICIS

Afin de simuler I’ensemble d’un hypothétique accident grave dans un réacteur & eau pressurisée,
depuis I’événement initiateur jusqu’a ’éventuel relachement de produits radioactifs & ’extérieur de
lenceinte de confinement, 'TRSN et son homologue allemand GRS (Gesellschaft fiir Anlagen- und
Reaktorsicherheit mbH) développent un systéme de codes, appelé ASTEC (Accident Source Term
Evaluation Code) [102].

Le module MEDICIS (Model of Erosion Due to Interaction of Corlum with basemat Substrate)
[29] décrit au sein de ASTEC le comportement & long terme du corium hors-cuve durant 1’accident.

La modélisation qui y est adoptée repose sur une décomposition du systéme physique en une
collection de zones aux propriétés homogenes, dont 1’évolution est régie par des échanges de matiére
et d’énergie. La nature et l'intensité de ces transferts sont déterminées & partir des caractéristiques
internes de chaque zone par un ensemble de relations phénoménologiques communément appelées
"corrélations", dont le choix et la pertinence conditionnent largement la validité du code et le
caractére prédictif de ses résultats.

De nombreux phénomeénes complexes sont pris en compte dans MEDICIS : I’ablation du puits
de cuve (interaction corium/béton), I’évolution thermique et physico-chimique du bain fondu de
corium, la formation de croiites aux frontiéres du bain, les transferts de masse et de chaleur avec les
parois de béton, le transfert de chaleur par convection et par rayonnement & 'interface supérieure
et le renoyage du bain de corium par l'injection d’eau & la surface supérieure du bain. De plus,
MEDICIS gére le changement de configurations (homogeénes ou stratifiées) du bain de corium.

On s’intéresse ici plus particuliérement & la modélisation dans le code des échanges entre les
phases oxyde et métallique lors du passage de bulles en configuration stratifiée. Une température
moyenne est associée a chacune des phases et la densité de flux thermique ® (figure 3) est exprimée
sous la forme

D = hox (Tox - ﬂnterface) = Nme (Tinterface - Tme)

ol Tinterface €St la température d’interface, Ty et T Sont respectivement les températures moyennes
des phases oxyde et métallique, hox et hme sont des coefficients d’échange associés a chacune des
phases qui prennent en compte le bullage.

Les corrélations utilisées pour calculer hy (¢ = ox ou me) sont celles obtenus expérimentalement
par Greene et al. [49, 52] ou les couples simulants eau/mercure et huile/mercure ont été choisis
pour qu’il n’y ait pas d’entrainement :

Nu = 1.95Re??Pr’ "2,

hor J,r c
avec Nu = 0 b,Re:L J b,Pr:—W pe

ce qui donne
A e ¢

, 0.72
he = 1.95r;, 0287028 (0ecpyJy)

13
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simulation numérique
directe

changement
d’échelle

changement
d’échelle

FiG. 4 — Modélisation possible du bain de corium lors du passage de bulles

Ce coefficient h, dépend

— du rayon moyen des bulles 7, (en m),

— de la conductivité thermique de la phase liquide A\ (en W.m 1. K1),

— de la masse volumique de la phase liquide g; (en kg.m™3),
de la chaleur massique de la phase liquide c,, (en J kg 'K,

— du flux gazeux J, (en m.s™1).

Il y a actuellement une forte incertitude sur le choix de ces coefficients puisque d’autres codes
existants pour 1’étude de 'interaction corium-béton utilisent des coefficients différents de plusieurs
ordres de grandeurs (un facteur 100). De plus, des questions restent ouvertes par rapport a leur
pertinence, notamment :

— les simulants utilisés sont-ils représentatifs des phases oxyde et métallique ?

— l'absence d’entrainement est-elle représentative des écoulements qui ont lieu dans le bain ?

— les viscosités ou les tensions de surface n’influent-elles pas?

Afin de mieux comprendre 'interaction entre les phases et appuyer un choix de corrélations, on
propose une description plus fine du bain. Dans chacune des phases, une approche avec changement
d’échelle est utilisée pour modéliser les écoulements diphasiques oxyde/gaz, métal/gaz (par exemple
les modéles développés dans [4, 55, 56]). Une des difficultés réside dans la maniére de relier les
deux systémes en prenant en compte les transferts. L’objectif de la thése est ’étude qualitative
et quantitative de ces échanges au voisinage de l'interface oxyde/métal par simulation numérique
directe (figure 4).

Cette étude permettra d’avoir une meilleure connaissance des paramétres susceptibles d’agir
sur les transferts comme par exemple
la taille et la forme des bulles,

— le flux gazeux,

— le rapport des masses volumiques entre les phases en présence,

— la tension de surface entre les phases,

— la structure de ’écoulement (bain au repos ou siége de phénomeénes de convection naturelle),
et d’orienter un choix de corrélations pour le code MEDICIS.

Choix d’un modéle mathématique

Pour 'étude des échanges de masse et de chaleur entre les phases oxyde et métallique lors du
passage de bulles, on est amené & étudier des écoulements avec les caractéristiques suivantes :

— présence de trois phases non miscibles, sans changement de phase,

— géométrie 3D,

14
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— forts changements topologiques des interfaces : coalescence de bulles, rupture des interfaces,

— écoulements incompressibles,

— propriétés physiques différentes entre chaque phase : tensions de surface, masse volumique,
viscosité.

Pour la simulation d’écoulements multiphasiques, il existe deux familles principales :

1. les méthodes de type reconstruction des interfaces, comme par exemple Volume Of Fluid,
notées VOF [79, 90] ou Front-Tracking [93, 100, 101],

2. les méthodes de type suivi implicite des interfaces qui mettent en jeu par exemple des tech-
niques a base de lignes de niveau [85, 92] (Level-Set) ou d’interfaces diffuses [15, 59].

Kim et Lowengrub [71] proposent une description générale de ces différentes méthodes qui sont
souvent utilisées pour des écoulements diphasiques. Quelques résultats ont été récemment obtenus
pour la simulation d’écoulements triphasiques, avec différentes approches comme par exemple les
méthodes VOF [28], les méthodes Level-Set [94] et les modéles a interfaces diffuses [70].

Nous nous sommes intéressés plus particuliérement & la méthode Level-Set et aux modéles a
interfaces diffuses qui présentaient un systéme d’équations facile & appréhender numériquement
avec l'outil PELICANS! [88], développé & I'TRSN et qui sont réputés pertinents pour la simulation
des écoulements tridimensionnels avec de forts changements topologiques des interfaces (au moins
dans le cas diphasiques).

Nous proposons des bréves descriptions de la méthode Level-Set et des modéles & interfaces
diffuses dans le cas diphasique. Puis nous discutons des difficultés posées par chacune d’elles pour
I’écriture d’un modéle & trois phases.

Méthode Level-Set

La méthode Level-Set a été introduite par Osher et Sethian [86] en 1988. Elle est couramment uti-
lisée notamment pour le traitement d’images et aussi pour la simulation d’écoulements diphasiques
[84, 85, 91, 92].

Dans cette méthode, la position de la frontiére I; d’une phase i est décrite par la fonction
scalaire ¢;, appelée fonction Level-Set, définie sur tout le domaine d’étude (2, telle que ¢;(z) est la
distance signée (positive si = est dans la phase i, négative sinon) de z a la surface singuliére [;. La
position de cette derniére est donc donnée par la ligne de niveau 0 de ¢;.

Dans le cas diphasique, la répartition géométrique des phases peut alors étre décrite par une
seule fonction Level-Set ¢ solution d’une équation de transport.

Numériquement, 'interface est artificiellement épaissie notamment pour la représentation de la
force de tension de surface qui est approchée par une force volumique (approche du type “CSF”,
Continuum Surface Force [18]) et pour les propriétés physiques comme la masse volumique ou la
viscosité qui sont régularisées [96].

La propriété que ¢ est une distance reste 'une des contraintes fortes posée par les méthodes
Level-Set. Or cette propriété n’est pas conservée par I’équation de transport vérifiée par ¢. Il
convient donc de réinitialiser réguliérement ¢, ce qui constitue une difficulté majeure. De plus, le
volume des phases n’est pas conservé.

Récemment la méthode Level-Set a été couplée a la méthode des éléments finis dite “étendue”
(XFEM) pour représenter directement les discontinuités de valeurs et de gradients via un enrichis-
sement dynamique des espaces d’approximation, ce qui évite les pertes de précision inhérentes au
lissage des sauts et des termes interfaciaux [11, 63].

!Plateforme Evolutive de LIbrairies de Composants pour I’Analyse Numeérique et Statistique
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La méthode Level-Set a été aussi couplée avec la méthode VOF [97]. La fraction volumique
utilisée en VOF permet de conserver le volume des phases et la fonction Level-Set sert & décrire
Iinterface.

Modéles a interfaces diffuses

Nous nous intéressons ici & une classe de modéles reposant sur une représentation des interfaces
par des zones d’épaisseur finie, certes faibles mais supérieures aux épaisseurs réelles [3|. Chaque
phase est représentée par une fonction réguliére, volumique, appelée paramétre d’ordre ou champ
de phase, qui prend ses valeurs entre 0 et 1. Ces approches ont été utilisées pour la simulation
d’écoulements multiphasiques [5, 15, 24, 68, 73] ou des écoulements avec changements de phases
[23, 61, 80, 81].

On s’est intéressé plus particuliérement au modéle de Cahn-Hilliard qui a été introduit en 1958
[22], notamment pour ’étude de décompositions spinodales [21].

Dans cette approche, I’évolution du systéme est dirigée par le gradient d’une énergie libre totale
qui s’écrit comme la somme de deux termes : un terme non convexe appelé potentiel de Cahn-Hilliard
(énergie libre de volume) et un terme capillaire dépendant du gradient du parameétre d’ordre. Dans
[14, 15, 59, 60, 74], les équations de Cahn-Hilliard sont couplées aux équations de Navier-Stokes
afin de décrire des écoulements composés de phases miscibles ou non miscibles. La force de tension
de surface est représentée par une force capillaire volumique, non nulle seulement dans la zone
interfaciale. Comme pour la méthode Level-Set, les paramétres physiques sont approchés par des
fonctions réguliéres en utilisant la définition du paramétre d’ordre. Un des avantages du modéle de
Cahn-Hilliard est que le volume des phases est conservé.

Plusieurs généralisations de Cahn-Hilliard ont été proposées et étudiées, comme par exemple le
modéle de Cahn-Hilliard-Gurtin qui prend en compte le travail de microforces internes ainsi que les
déformations du matériau [13, 57, 78|, ou le modéle de Cahn-Hilliard visqueux développé a 'origine
pour décrire la séparation de phase dans des systémes composés de verre et de polymeéres [82]. Le
contexte de ces travaux (mécanique du solide) sort du cadre de cette étude.

Difficultés posées par 1’écriture d’un modéle a trois phases

Pour décrire un écoulement triphasique avec la méthode Level-Set, nous pouvons utiliser trois
fonctions ¢; qui sont alors liées par la contrainte

qbz(x) >0
si « appartient & la phase i alors ¢ 3j # i tel que ¢;(x) = —¢;(x) (1)

Si ces trois fonctions évoluent indépendamment 1’une de ’autre, les erreurs numériques entrainent
Papparition de vide (les trois fonctions sont négatives) ou de recouvrements (deux fonctions sont
positives) notamment au voisinage des points triples. Cette difficulté, qui a fait 'objet de dévelop-
pements parfois complexes [77, 94, 108], reste un sujet de recherche actif.

Etant données les contraintes (1), il est possible de décrire des écoulements multiphasiques avec
moins de fonctions Level-Set que de phases. Par exemple, deux fonctions Level-Set permettent de
décrire jusqu’a quatre phases [103], mais les problémes numeériques précités ne sont éliminés que si
le nombre de phases est pair.

La généralisation du modeéle de Cahn-Hilliard pour des systémes a plusieurs composants a été
récemment développée et étudiée par exemple dans [38, 40, 46, 47, 69]. Des méthodes numériques
sont aussi proposées [9, 12, 27| pour la simulation de transitions de phases & plusieurs constituants.
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Enfin Kim et al. ont étudié la généralisation du couplage entre les équations de Cahn-Hilliard
multiphasiques et les équations de Navier-Stokes ainsi que I'implémentation de solveurs numériques
efficaces [66, 69, 70]. Pour la généralisation du modéle de Cahn-Hilliard & trois phases, la contrainte
que doit vérifier les parameétres d’ordre est plus simple que celle pour les fonctions Level-Set puisqu’il
suffit que la somme des paramétres d’ordre vaille 1. La difficulté réside, comme on le verra, dans le
choix d’une énergie volumique pertinente.

Notre choix a été de poursuivre avec le modéle de Cahn-Hilliard.

Description de 1’étude

Pour construire un modéle de Cahn-Hilliard triphasique, on introduit trois parameétres d’ordre.
Comme on s’intéresse & des écoulements sans changement de phase composés de trois phases non
miscibles, on fixe des objectifs physiques que le modeéle doit vérifier. Tout d’abord, la somme
des parameétres d’ordre doit valoir 1 & tout instant et en tout point du domaine. Ensuite, les
équations d’évolution des paramétres d’ordre doivent étre formellement identiques afin que les
résultats obtenus soient indépendants du choix du paramétre d’ordre représentant chaque phase.
Enfin, lorsqu’une des phases est absente, on veut retrouver le modéle de Cahn-Hilliard diphasique.
On introduit la notion de consistance algébrique pour décrire cette derniére contrainte.

L’originalité de notre approche réside dans la forme particuliére de ’énergie que nous proposons,
qui permet d’avoir un modéle algébriquement consistant, au sens suivant : d’une part, I’énergie
libre triphasique coincide exactement avec celle du modéle de Cahn-Hilliard diphasique quand
seulement deux des phases sont présentes; d’autre part, si une phase est initialement absente alors
elle n’apparaitra pas au cours du temps. Cette propriété n’est pas satisfaite par certains modéles
proposés dans la littérature et se traduit par I’apparition artificielle d’une des phases dans 'interface
des deux autres comme cela a été observé par Kim et Lowengrub [70]. De plus, on vérifie que notre
modele est dynamiquement consistant dans le sens que des erreurs numériques pouvant introduire
artificiellement une phase dans l'interface des deux autres tendent vers 0 exponentiellement en
temps. Cette propriété de stabilité est importante pour les calculs numériques.

D’autre part, le choix pertinent de 1’énergie libre que nous considérons, nous permet de simuler
les configurations d’étalement total c’est-a-dire lorsqu’une des tensions de surface est inférieure a
la somme des deux autres.

Pour décrire le systéme en écoulement, nous nous inspirons des travaux réalisés pour les modéles
diphasiques [3, 15] ou les équations de Cahn-Hilliard sont couplées a celles de Navier-Stokes. Ainsi,
un terme de transport est ajouté aux équations d’évolution des parameétres d’ordre ; parallélement,
la force de tension de surface est approchée par une force capillaire volumique qui est ajoutée
aux équations de Navier-Stokes. Le couplage est fait de sorte que la création d’énergie libre par
convection se compense avec la création d’énergie cinétique par capillarité.

Ces travaux sont décrits dans le chapitre I.

Dans un contexte plus général que celui de phases non miscibles et en considérant seulement
les équations de Cahn-Hilliard, une analyse théorique du modeéle de Cahn-Hilliard triphasique est
donnée dans le deuxiéme chapitre. Nous montrons 'existence globale et 'unicité d’une solution
faible en dimension 2 et 3. Les hypothéses nécessaires pour le potentiel de Cahn-Hilliard F' sont
originales puisque les fonctions F' considérées pour avoir les propriétés de consistance ne s’écrivent
pas classiquement comme la somme d’une partie convexe et d’une partie quadratique non-convexe.

De plus, on montre I’existence et l'unicité d’une solution forte, en supposant plus de régularité
sur la donnée initiale et sur la fonction £’ que pour les solutions faibles. En particulier, cette solution
est continue en espace et en temps.
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Enfin, grace a la régularité des solutions fortes, on établit un résultat de stabilité asymptotique
des états d’équilibre métastable c’est-a-dire des points de convexité de F'.

Pour la résolution numérique du modéle de Cahn-Hilliard /Navier-Stokes, une semi-discrétisation
temporelle est utilisée afin de découpler les problémes de Cahn-Hilliard et de Navier-Stokes dans
un pas de temps et une méthode des éléments finis est employée pour la discrétisation spatiale.

Les discrétisations sont choisies de sorte que le probléme discret vérifie des propriétés simi-
laires au probléme continu : la conservation du volume des phases, 'estimation de ’énergie et la
conservation de la somme des paramétres d’ordre qui doit valoir 1. En effet, la facon de discrétiser
en temps les termes non linéaires dans les équations de Cahn-Hilliard est cruciale pour établir
I'estimation d’énergie qui permet en particulier de montrer ’existence de la solution discréte. De
plus, des contraintes apparaissent sur le choix des éléments d’approximation des inconnues pour
que le modéle vérifie la conservation du volume des phases et de la somme des paramétres d’ordre.
Notamment, nous prenons le méme élément pour approcher les paramétres d’ordre et la pression.

Classiquement, les conditions au bord pour les paramétres d’ordre sont des conditions de Neu-
mann homogenes. Pour les applications du chapitre IV oll un train de bulles est simulé, nous prenons
en compte aussi des conditions au bord mixtes, de Dirichlet et de Neumann. La difficulté réside
dans ’écriture de la formulation variationnelle pour avoir la conservation du volume des phases.

Comme on a construit et discrétisé le modéle de sorte que la somme des paramétres d’ordre
soit égale & 1, on résout seulement deux équations de Cahn-Hilliard, la troisiéme est remplacée par
C3 = 1-— Cl1 — Co.

La description du schéma numérique utilisé et de ses propriétés font ’objet du chapitre III.

Afin de valider le modéle, différentes applications numériques sont proposées dans le chapitre I'V.

La premiére étude porte sur une configuration diphasique : 1’ascension d’une bulle dans un
liquide. Les résultats obtenus sont comparés a la fois aux résultats expérimentaux répertoriés par
Clift et al. [26] et numériques obtenus par différentes modélisations des interfaces comme par
exemple la méthode VOF [76] ou la méthode Level-Set [95].

On s’intéresse ensuite & des configurations triphasiques. Le premier exemple est le cas classique
d’une lentille piégée entre deux phases stratifiées. Le modéle donne des résultats satisfaisants pour
le calcul des angles de contact et des sauts de pression [87, 89].

La deuxiéme application triphasique est 1’étude du comportement d’une bulle dans un bain
stratifié. Nous comparons qualitativement nos résultats avec ceux observés expérimentalement par
Greene et al. [50, 51] en s’intéressant en particulier au passage de la bulle, a ’entrainement de la
phase lourde dans la phase légére et & 'influence des masses volumiques et des viscosités sur la
quantité de volume entrainé.

Aprés avoir étudié les échanges de masse, on étudie les transferts de chaleur entre deux phases
stratifiées lors du passage d’une bulle puis d’un train de bulles. On s’intéresse en particulier au flux
thermique entre les phases liquides. Comme les interfaces sont épaissies, on approche le flux par
une intégrale volumique en utilisant la définition des parameétres d’ordre.

Ces études ont permis de mettre en place les outils pour I’étude des échanges de masse et de
chaleur entre les deux phases du corium lors du passage de bulles (calcul du flux thermique, mise
en place d’un train de bulles). Dans le cas du corium, les écoulements sont plus complexes que dans
les études précédentes car il y a des écarts de masses volumiques importants, la viscosité dans la
phase lourde est faible et les tensions de surface sont grandes. Des premiers résultats sont obtenus
pour le passage d’une bulle a travers l'interface oxyde/métal.

Le modéle & interfaces diffuses proposé donne des résultats satisfaisants dans un grand nombre
de situations (en particulier les configurations d’étalement total qui n’étaient pas atteignables jus-
qu’a présent). Avant de poursuivre les études, il faudrait pousser plus avant l’analyse des schémas
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afin de réduire les problémes numériques qui apparaissent dans les situations extrémes de grand
contraste de viscosité, de masse volumique et de tension de surface.
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Chapitre I

Modéle de Cahn-Hilliard triphasique

Dans ce chapitre, nous allons construire un modéle pour décrire des mélanges & trois phases non
miscibles, basé sur le modeéle de Cahn-Hilliard.

Pour établir le modéle, on introduit trois paramétres d’ordre et on impose que la somme des
paramétres d’ordre vaille 1 & chaque instant et en tout point. On retrouve cette condition dans les
différents modeéles multiphasiques de la littérature [46, 47]. Le modéle présenté ici se distingue par
la forme de 1’énergie libre adoptée. En effet, grace & un choix pertinent de 1’énergie libre de volume,
notre modeéle coincide exactement avec le modele de Cahn-Hilliard diphasique (décrit dans §I.1,
[34, 73]) quand seulement deux phases sont présentes dans le systéme. Dans ce cas, on dira que le
modéle est algébriquement consistant avec les sytémes binaires. Cette propriété assure qu’il n’y aura
pas d’apparition artificielle d’'une des phases au niveau de 'interface entre les deux autres. De plus,
on montre que le probléme est bien posé et qu’il est dynamiquement consistant avec les systémes
diphasiques. Cette propriété de stabilité asymptotique est importante pour les calculs numériques.
En effet, elle garantit que des erreurs numériques pouvant introduire artificiellement une phase dans
I'interface entre les deux autres, tendent vers zéro exponentiellement en temps, en un certain sens
qui sera défini. Des exemples numériques sont donnés dans le chapitre afin d’illustrer ces résultats.
Pour cela on s’intéresse & 1'état d’équilibre d’une lentille piégée entre deux phases stratifiées [94].
Une étude plus détaillée de ce probléme, ainsi que les schémas numériques utilisés sont donnés dans
le paragraphe IV.2 et le chapitre III.

Pour décrire le systéme en écoulement, nous nous inspirons des travaux réalisés pour les modéles
diphasiques [3, 15]. Les équations de Cahn-Hilliard sont couplées avec les équations de Navier-
Stokes dans le cas d’un écoulement incompressible (au sens ou la vitesse est a divergence nulle).
Ces équations sont définies sur tout le domaine (il n’y a pas de conditions de sauts) et les forces de
tensions de surface sont prises en compte a travers des forces volumiques capillaires [67].

Le premier paragraphe du chapitre est consacré & la description du modéle de Cahn-Hilliard
diphasique. Certains développements sont précisés dans l'annexe A. Dans la seconde partie, la
construction du modéle de Cahn-Hilliard triphasique est décrite en donnant seulement une forme
générale de 1’énergie libre. Sous certaines hypothéses de régularité et de croissance pour 1’énergie
libre volumique, nous présentons un théoréme d’existence globale et d’unicité des solutions faibles
(théoreme 1.2.7 page 29). Les hypothéses nécessaires pour la preuve du théoréme sont plus générales
que celles usuelles dans la littérature ce qui le rend applicable pour les différents modéles que nous
étudierons dans la suite, notamment ceux utilisés pour la description d’étalements totaux.

La preuve de ce théoréme, ainsi que des résultats d’existence de solutions plus réguliéres et de
stabilité font ’objet du chapitre II.

Dans le troisieme paragraphe, nous montrons que l’énergie de volume doit posséder une forme
particuliére pour obtenir un modéle algébriguement consistant au sens de la définition 1.3.8. Des
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exemples de telles énergies sont donnés dans les paragraphes 1.3.2 et 1.3.4. Une analyse est faite
pour chacun d’eux et nous illustrons ce travail par des exemples numériques. De plus, nous prou-
vons que sous certaines hypothéses, les modéles considérés sont dynamiquement consistants avec
les systémes diphasiques. Dans la derniére partie, nous présentons le modéle couplé de Cahn-
Hilliard /Navier-Stokes triphasique qui permet la description d’écoulements ternaires, incompres-
sibles et anisothermes.

L’essentiel de ce chapitre et du suivant a fait I'objet d’un article & paraitre dans M2AN [17].

I.1 Modéle de Cahn-Hilliard diphasique

Pour commencer, nous donnons une bréve description du modéle de Cahn-Hilliard pour deux consti-
tuants non miscibles.

On note  un ouvert borné, connexe de R? ot d est la dimension de I’espace, avec une frontiére
I' suffisamment réguliére.

Le principe de ce modéle repose sur le postulat que 'interface entre les deux phases présentes
dans le systéme est d’épaisseur, non nulle, €. La composition du mélange est décrite en chaque
point par une fonction continue, appelée parameétre d’ordre ¢ qui est typiquement la concentration
d’un des constituants du systéme. Le paramétre d’ordre prend la valeur 1 dans une des phases et
0 dans l'autre et varie rapidement mais continiment dans l'interface (figure I.1).

interface
S ~
phase 2 phase 1
1
c

0

T
F(c)

0 1
c

FiG. 1.1 — Variation du paramétre d’ordre entre les deux phases et structure en double puits du
potentiel de Cahn-Hilliard F'

De plus, I’évolution du systéme est décrite & travers la minimisation d’une énergie libre. L’ex-
pression de ’énergie libre du mélange qui dépend de deux parameétres e (I’épaisseur d’interface) et
o (la tension de surface) s’écrit

Fi ) = [

[12 3
Q

—F(e)+ 1aa|vc|2 dz (1.1)
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avec F(c) = oc?(1 — ¢)?. Le premier terme, dit énergie de volume (“bulk energy”), est positif. La
fonction F', appelée potentiel de Cahn-Hilliard (ou énergie libre volumique), posséde une structure
classique en double puits, avec deux minima pour ¢ = 0 et ¢ = 1 (figure I.1), correspondant aux
deux phases pures. Cette énergie de volume tend a réduire la taille des zones interfaciales alors que
le second terme en ]Vc]Q, appelé terme capillaire, tend a I’augmenter.

Le profil d’équilibre d’une interface plane infinie peut se calculer explicitement en résolvant le
probléme (annexe A) posé dans la direction normale & l'interface par

(

3
—Soec + 247 co(1 — e0)(1 — 2¢0) = 0,
€
Egco =1,
lim ¢y = 0,
—0o0
1
L CO(O) - 57

qui a pour solution

col) = 0.5 (1 + tanh (?)) .

Ainsi, on peut voir que € peut étre considérée comme une longueur caractéristique de transition
entre les deux états stables ¢ = 0 et ¢ = 1, appelée interface. De plus, le calcul de I’énergie libre
totale donne pour ce profil d’'interface (annexe A)

/ fgg’h(co) dx = o.
R

Le parameétre o introduit dans le modéle, est exactement 1’énergie que cotite l'interface par unité
de surface, c’est-a-dire la tension de surface. Un avantage important du modeéle de Cahn-Hilliard
est que les deux parameétres physiques o et € peuvent étre imposés indépendamment 'un de ’autre
et de fagon explicite dans le modéle.

Une fois que 1'énergie libre Fy.& " est définie, on peut décrire I’évolution en temps du mélange,
grace aux équations de Cahn-Hilliard

dc

% 7 (Myp) = 0,

ot 5 diph 5 (1.2)
_Woe _ _° Te(1 - —

p=—= 205Ac+24€c(1 c)(1 —2¢).

Cette équation est une équation de flot de gradient de la fonctionnelle fé‘fg’ h par rapport a ¢, sous
la contrainte de conservation de la masse totale, pour le produit scalaire (-,-)_; (annexe A, [75]),
défini sur L2 (Q) = {¢ € L*(Q) | [, ¢dx =0} par

(fiv)_, = / Vor-Veo,dr, Vfve L?n(Q)
Q

oll s est la solution dans L2, (Q) N H?(Q) de

—Apy = fsur Q, avec f € L2 (),
0oy
on

La dérivée fonctionnelle de I’énergie par rapport au parameétre d’ordre, notée u, est appelé potentiel
chimique du mélange et le coefficient My (qui peut dépendre de c) est un coefficient de diffusion
appelé mobilité.

=0surl.
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Les conditions au bord sont des conditions de Neumann homogénes pour toutes les inconnues
Ve-n=MyVp-n=0. (1.3)

La condition sur le potentiel chimique assure qu’il n’y a pas de diffusion vers I’extérieur du domaine,
celle sur le paramétre d’ordre impose que l'interface soit orthogonale au bord. Il est possible de
considérer d’autres angles de contact avec la frontiére du domaine, en appliquant des conditions de
Neumann non linéaires et non homogenes pour ¢ [60].

Remarque 1.1.1

Notons que ¢ étant la concentration d’une des deur phases du mélange, elle doit vérifier
0 < ¢ < 1. Mais cette propriété n’est pas vraie en général pour les solutions de (1.2)-(1.3).
C’est un inconvénient de ce type d’approche qui sera rencontré aussi pour les systémes
ternaires dans la suite. Pour assurer que les valeurs du paramétre d’ordre restent entre O
et 1, il suffit de prendre une mobilité dégénérée (Mo(c) = c*(1 — ¢)?) ou un potentiel de
Cahn-Hilliard non régulier (par exemple sous forme logarithmique avec des singularités en
0 et en 1). Dans ces cas, l’analyse est plus compliquée [9, 14] et en particulier, on perd de
la régularité sur la solution et l'unicité de celle-ci. Nous nous intéresserons dans la suite,
pour mener l’analyse, o des mobilités non-dégénérées et des potentiels de Cahn-Hilliard
réguliers.

I.2 Modéle de Cahn-Hilliard pour un mélange a trois constituants

Le but de cette partie est de proposer une généralisation du modéle & interface diffuse présenté
précédemment dans le cas d’un systéme constitué de trois phases non miscibles. Comme pour le
cas du modéle diphasique, les paramétres physiques sont les tensions de surface 012, 013 et 023 entre
deux des trois constituants, supposées constantes et 1’épaisseur d’interface € > 0, qui est suposée
la méme pour toutes les interfaces. Cette hypothése n’est pas restrictive puisque en pratique dans
les calculs numériques, le paramétre ¢ est choisi pour que l'interface contienne au moins 2 & 3
mailles. Le point clé est qu'une modification de I’épaisseur d’interface peut étre faite sans changer
les tensions de surface dans le modéle.

1.2.1 Etablissement du modéle

Tout d’abord, nous décrivons un systéme ternaire en utilisant trois parameétres d’ordre ci, cs et c3,
chacun étant la concentration d’un des composants du systéme. Les trois inconnues sont alors liées
par la relation

ci+co+c3=1. (1.4)

Ainsi, les états admissibles appartiendront a ’hyperplan
S:{(cl,02,03)€R3, Cl+62+03:1}. (1.5)

Pour simplifier les notations, on écrit ¢ = (c1, c2,¢3), g = (p1, p2, p3) et on définit Uespace Hg ()
par
H(Q) = {c € (H'(2))* | c(z) € S pour presque tout = € Q} .

I1 faut ensuite définir I’énergie de Cahn-Hilliard pour un tel systéme. D’aprés le cas diphasique,
il est naturel de chercher une énergie qui s’écrit comme la somme d’une énergie de volume avec un
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potentiel de Cahn-Hilliard F'(cq, co,c3) non-convexe possédant une structure en "triple puits" et
des termes capillaires |Vci|2. Sans perte de généralité, I’énergie libre est définie comme suit

; 12 3 3 3

fgg’h(cl,c% c3) = / I:EF<01,02, c3) + gle\Vcl\Q + §522’v02’2 + §623]V03]2 dz,  (1.6)
Q

ol ¥ = (X1,39,%3) est un paramétre du modele. Les coefficients (X;);, appelés dans la suite

coefficients de capillarité, sont constants et peuvent étre négatifs mais non nuls. A noter que les

3
coefficients 12 et — sont naturels par rapport a 'expression de ’énergie libre dans le cas diphasique

(I.1). Dans cette définition, il reste & déterminer la fonction F' et le parameétre 3. Ce travail sera
fait dans la section 1.3 en demandant que le modéle triphasique soit consistant avec le modeéle (1.2)
lorsque seulement deux constituants sont présents dans le systéme. Nous présentons, maintenant,
I’établissement des équations d’évolution des paramétres d’ordre. .

L’évolution en temps de c est donnée par le flot de gradient de fgjfh pour le produit scalaire
(-,-)_1 définit sur L2 (Q) (conservation de la masse totale) sous la contrainte (I.4) qui doit étre
vraie dans tout le domaine et & chaque instant. Pour respecter cette contrainte, nous introduisons
un multiplicateur de Lagrange (3 (voir également [46]). Le systéme des équations d’évolution s’écrit
alors pour : =1,2,3

de;
TV (M),
ot _ (L7)
S 12 |
pi = ————+ [ =——e3;Ac; + —0;F(c) + .
50@‘ 4 €

Pour éliminer 3, on s’intéresse a 1’équation vérifiée par 'inconnue S = ¢; + ¢ + ¢3

S >
5=V (z; M,-Vm) : (1.8)

Pour que la contrainte (I.4) soit satisfaite partout, nous voulons que S = 1 soit solution de I’équation
(I.8). Ceci n’est possible que sous la condition

M, = MYy = M35 % M.

La somme S vérifie alors

oS 3 1 1 1 12 12 12
(1.9)

On voit que S = 1 est solution de (1.9) si et seulement si le multiplicateur de Lagrange est défini
par

ou X7 est donné par

Remarque 1.2.2

St est bien défini si et seulement si X1X9 + 3123 + 29X3 # 0. On suppose dorénavant
que cette condition est vérifiée (voir également §1.2.2).
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CHAPITRE I. MODELE DE CAHN-HILLIARD TRIPHASIQUE

En utilisant 'expression de (3, le systéme ternaire (I.7) s’écrit finalement pour i = 1,2,3

6Ci o M[) '
oY (&V“’> ’
(1.10)

=Y (5 0e) - 0,7 (@) ) - femia
€ A\ 4

Le systéme (I.10) ainsi construit, assure que si la donnée initiale est admissible, c’est-a-dire
c(0) € S, alors c(t) € S pour tout ¢ > 0. On peut donc éliminer a posteriori une des trois inconnues
c1, c2 Ou c3, qui pourra étre calculée par ’équation 1 = ¢; + ¢2 + ¢3. De la méme maniére, les trois
potentiels chimiques (1, uo, p3) sont liés par la relation

3
Y g— = 0. (1.11)

Numériquement, seulement deux équations de Cahn-Hilliard sont résolues, la troisiéme inconnue
étant donnée par (I.4). Cependant, pour I’étude théorique du modéle, il est nécessaire de travailler
avec le systéme complet (I.10). Notons que ’élimination d’une des inconnues a posteriorin’a aucune
influence sur la solution obtenue. Ce n’est pas le cas, par exemple, pour les modéles développés
par Kim et Lowengrub [66, 70] ou I’élimination d'un des parameétres d’ordre est faite au début
de la modélisation (§1.3.2). Nous comparons les deux modeéles sur un exemple numérique dans le
paragraphe 1.3.3.

Enfin, comme dans le cas diphasique, les inconnues (¢;, ;) vérifient des conditions de Neumann
homogenes sur le bord '

Ve -n= MgV, -n=0aveci=1,2,3, (I.12)

ce qui assure que le volume de chaque phase est conservé au cours du temps

d aci Mo MO
J— 7’CZ = 7d = . i d = i d = 0.
dt/ﬂc T o ot x /QV <EiV,u)a: /FEiV,u nds =0

1.2.2 Coercivité des termes capillaires

Pour que le systéme soit bien posé, on voit qu’il faut, au minimum, que ’énergie libre (1.6) soit
minorée. On s’intéresse ici aux termes capillaires 152i|vci \2. La contribution de I’énergie de volume
sera traitée dans le paragraphe 1.3 ou la construction de la fonction F' est décrite.

La contribution des termes capillaires dans 1’énergie doit étre positive. En effet, la création
d’interface doit cotiter de 1’énergie au sytéme, sinon il va évoluer en ajoutant des interfaces. Si
tous les coefficients 3J; sont positifs, la somme des termes capillaires est positive. Par contre, si un
des coefficients Y; est négatif, il est nécessaire d’avoir une hypothése supplémentaire sur 3. C’est
l'objet de la proposition suivante.
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Proposition 1.2.3

Soit 3 = (31,%9,%3) € R3. II existe ¥ > 0 tel que pour tout n > 1
(€1, 62,6) € (R"), vérifiant &+ & +& =0
2 2 2 2 2 2 (L13)
il ]” 4 Ba|&e| 25| 22(\51! + |&2]” + |€| >7
si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites
Yo+ X1Xg 4 XoXg > 0, (1.14)
Yi+32;>0, Vi # 3. (I.15)
Preuve. ;
D’apres (I.13), comme les triplets (£1,&2,&3) satisfont Z& = 0, on peut se restreindre au cas
i=1

n = 2. Sans perte de généralités, on peut aussi supposer que £ = (3) et & = <g> Ainsi la

propriété (I.13) est vérifiée si et seulement si la forme quadratique suivante
Qz,y,2) = L12” + o (y* + 2%) + T3 ((x +y)* + %),

est définie positive. On introduit la matrice Q associée & la forme quadratique @) définie par

X1+ 23 >3 0
Q= Y3 Yo+ 0
0 0 Yo+ 3

En utilisant le calcul des déterminants des mineurs principaux de Q, il vient que la matrice est
définie positive si et seulement si

Y1+ 23>0,
(D1 +53)(Ze 4+ 23) — X2 =215 + 5183 4+ 283 > 0,
Yo+ 23> 0.

Pour finir la démonstration, on note que

¥2 4+ (2189 + 133 + XoX3)

Bt 2y = Y1423

|
3
En utilisant la proposition 1.2.3 et en remarquant que ZVCZ' = 0 pour tout ¢ € H5(R), on

i=1
déduit que la somme des termes capillaires dans 1’énergie libre est positive

3 3 3
/ “eX Ve + SeXo|Veo|? 4+ SeX3|Ves|* | dz > 0
E 8 8

si et seulement si les coefficients 3; satisfont les conditions (I.14) et (I.15).
On donne maintenant un corollaire de la proposition précédente qui sera utilisé dans la suite.
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Corollaire 1.2.4

Soit & = (X1,%9,%3) € R3 tel que (1.14) et (1.15) sont vérifiées. Il eviste ¥ > 0 tel que
pour tout n > 1 et tout (£1,62,€3) € (R™)?, on a

Sh)é)® + So)&f” + Tsl&)7 > —T|ér + & + &)

Preuve.
Introduisons

Em = é(fl +& +&3),

et posons & = & — &,,. Comme la somme des & est nulle, on peut appliquer la proposition 1.2.3
Si@]” + &l + 5G| > (@) + (&) + [&))- (1.16)
11 vient
1161 + Saléal? + Sslésl? = Sa[&1 + | + Tof& + | + T5[E + £’
= S1 (&) + S8l + Da|&|” + 2 (Em, B1&1 + Sobp + TaE3) + (S1 + Ta + Ba) [l

D’aprés l'inégalité de Young, il existe K telle que

2 (6 T181 + To8 + 3o8) | < B(E[" + & + &) + Kl
et en utilisant I'inégalité (I1.16), il vient

S1lé + Sl + B3l > (D1 + Do + o — K|l > 361 + & + &)

1.2.3 Existence et unicité des solutions faibles

Avant de construire le potentiel de Cahn-Hilliard pour assurer un bon comportement du modéle,
on cherche & montrer l'existence des solutions faibles au probléme (I.10) ce qui nous renseignera
sur les propriétés que doit vérifier F. En effet, on a besoin des hypothéses suivantes pour avoir un
probléme bien posé :

— minoration de F : on suppose que F est de classe C? et vérifie

F(c) >0, YceS; (1.17)

— croissance polynémiale : il existe By, By > 0 telles que

|F(c)] < Bilef'+ B, VeceS, (1.18)
IDF(c)] < Bilc/P™' + By, VceS, (1.19)
|D?F(c)] < Bile|" >+ By, VeeS, (1.20)

oup=6sid=3,et2<p<+4oosid=2;
— minoration de la matrice hessienne de F' : il existe D1 > 0 telle que

(D*F(c)€,€) = =Dy (1 +c|?) [¢]%, Ve € S,V € R?, (1.21)

ol 0<g<4dsid=3et0<g<+4oosid=2.
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Remarque 1.2.5

On peut remplacer (1.17) par Uhypothése que F est minorée sur S puisque ’ajout d’une
constante a F' ne change pas les équations (1.10).

Remarque 1.2.6

Les hypothéses (1.17)-(1.20) sont classiques dans l’étude des équations de Cahn-Hilliard
[15, 34, 36]. Par contre, Uhypothése (1.21) sur la minoration de la matrice hessienne de
F est plus originale puisque classiquement le potentiel de Cahn-Hilliard F s’écrit comme
la somme d’une partie convere et d’une partie quadratique non-conveze [14, 99] pour
lequel ’hypotheése (1.21) est satisfaite avec ¢ = 0. Dans la section 1.3.4, nous montrerons
pourquoi il est important de considérer des énergies plus générales ce qui nécessitera des
valeurs plus grandes de q. Plus précisément, ’hypothése (1.21) n’est pas nécessaire pour
prouver existence des solutions au probléme (1.10) mais nous en avons besoin pour établir
des propriétés de régularité qui impliquent ['unicité des solutions.

Enfin, on suppose que la mobilité My est de classe C! et qu'il existe My, My, M3 > 0 tel que

M, < M()(C) < Ms, VeceS, (1.22)

|DMy(c)| < M3, VeceS. (1.23)

Si d = 3, la mobilité est supposée constante

Mo(e) = M, Ve € S. (1.24)

Théoréme 1.2.7 (Existence et unicité des solutions faibles)

Soit Q un domaine régulier borné dans R%, avec d = 2 ou 3. On suppose que les conditions
(I.14), (1.15) et les hypothéses (1.17)-(1.21) sur F' et (1.22)-(1.24) sur My sont vérifiées.
Quel que soit c° € H5(Q), il existe une unique solution faible (c, p) de (1.10) sur [0, 4o00]
vérifiant les conditions au bord (1.12) et dont c° est la donnée initiale telle que

c € L(0, +00; Hg(€2)) N L, (0, +o00; (H(€2))*) N €°([0, +oof; Hs (2)),

p € L(0, +o0; (HY(Q))%).

En dimension 3, les hypothéses (1.22)-(I1.23) suffisent pour montrer l'existence de la solution
mais on a besoin de (I.24) pour prouver 'unicité. Dans le chapitre II, nous montrons ’existence
de solutions ayant plus de régularité ce qui permet de prouver 'unicité avec une mobilité variable,
non dégénérée.

La démonstration du théoréme, ainsi que d’autres résultats de régularité sur les solutions seront

donnés dans le chapitre II. Avant cela, continuons d’explorer la construction du modéle (expression
de F et de X0).

29



CHAPITRE I. MODELE DE CAHN-HILLIARD TRIPHASIQUE

I.3 Modéle triphasique algébriquement et dynamiquement consis-
tant

Le but ici est de construire un modéle pour trois composants non-miscibles qui coincide exactement
avec le modéle diphasique décrit dans le paragraphe 1.1 dans le cas ol seulement deux phases sont
présentes. On dira dans ce cas que le modéle est algébriquement consistant. Cette propriété n’est
pas toujours vérifiée dans les modeles de la littérature [69, 47|. Des exemples numériques seront
donnés afin d’illustrer I'importance de cette propriété de consistance.

I.3.1 Modéle algébriquement consistant

Nous listons tout d’abord les propriétés naturelles que l’énergie libre fglfh définie par (1.6) et le

systéme de Cahn-Hilliard triphasique (I.10) doivent satisfaire pour étre physiquement cohérents.
On considére un systéeme composé de trois phases et 012, 013 et 023 sont les tensions de surface
entre chaque couple de phases. On note Sg?p " le systéme diphasique sous-jacent lorsque seulement

ij
deux phases 7 et j sont présentes.

Définition 1.3.8

On dit que le modele défini par (1.6) et (1.10) est algébriquement consistant avec les

systemes diphasiques ng " i les propriétés suivantes sont vérifiées :

(P1) Quand la phase i n’est pas présente, c’est-a-dire c¢; = 0, Uénergie libre totale
]:gffh(cl,@,c;g) du systéme doit étre exactement égale a l’énergie libre totale du sys-
teme diphasique contenant les deux autres phases, i.e.

FEPM e, 1 — ¢,0) = FEPh (c), Ve e HY(Q),

€ 012,€
fg}'g’h(c,o, 1—c)=Flrh(c), veeH(Q),
f’g}f"(o, e,1—c)=Flth (), vee HY(Q).

(P2) Quand la phase i n'est pas présente dans le mélange & linstant initial, la phase i
ne doit pas apparaitre durant [’évolution en temps du systéme, pour tout i € {1,2,3},

Ci(O) =0= Ci(t) = O, vt > 0.

Tous les parameétres €, My, 012, 013 et oo3 étant fixés, le modéle est complétement déterminé par
Pexpression du potentiel F' et des coefficients X = (%;); dans (I1.6). En supposant que la fonction F'
est réguliére, on peut maintenant donner une caractérisation compléte des modéles algébriquement
consistants au sens de la définition précédente.
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Théoréme 1.3.9 (Consistance algébrique)

Soient 012, 013, 093 trois réels positifs. Le modéle défini par (1.6) et (1.10) est algébrique-
ment consistant avec les systéemes diphasiques ngh sous-jacents si et seulement si

Y= Oij + Oikk — Ojk, Vi € {1, 2, 3}, (125)
et s’il existe deux fonctions régulieres G et H telles que

2 2 2 2 2 2
F(C) = 012C1Cy + 013C{C3 + 023C5C3 + 616203(2161 + Y9cy + 2363)

9 9 o 3 (1.26)
+cicse3G(c) + (1 +ca+c3—1)H(c), Ve e R”.

Remarque 1.3.10

Le coefficient S; = —%; défini par (1.25), est appelé parametre d’étalement de la phase i
auz interfaces avec les phases j et k [89]. Si S; est positif (i.e. ¥; < 0), I’étalement est
total et si S; est négatif, il est partiel.

Preuve.
1/ La propriété (P1) utilisée par exemple quand ¢; = 0 implique

FaPM0,¢,1—c) = FIRh(c), Ve e HY (),

023,&

ce qui entraine, en utilisant (I.1) et (1.6),

12 3 3
/ [ F(0,¢,1—¢) + 8(22+23)]V0|2] dx —/ [12”23 A(1—¢)? + Zoe|Ve)?
QL€ 8 Q 4

Comme cette égalité est vraie pour tout ¢ € H*(£2), on peut identifier les coefficients des termes
capillaires et des deux termes de 1’énergie de volume. Ceci entraine que

Yo+ X
% =093, et F(0,¢,1—¢)=o3c?(1—¢)?, YeeR.
Ainsi, en échangeant le role des paramétres d’ordre, on obtient
Y1+ Y1+ X3 Yo + X3
9 =012, 9 =013, 9 = 023, (1-27)

F(c,1—¢,0) = o12¢*(1 — ¢)?,
F(c 0,1 —c¢) =o13¢%(1 — ¢)?, (1.28)
F(0,¢,1 —¢) = aa3¢®(1 — ¢)*.

Puis, on vérifie que (I.27) est équivalent & (1.25).
Maintenant cherchons F' vérifiant (I.28) sous la forme

F(c) = 0120%(:% + Jlgc%cg + 023c§c§ + J(c), (1.29)

ou J est une fonction réguliére. De (I.28), on déduit que la propriété (P1) est satisfaite si et
seulement si J vérifie

J(c,1 —1¢,0)=J(c,0,1 —¢)=J(0,¢,1—¢) =0, YVceR. (1.30)

31



CHAPITRE I. MODELE DE CAHN-HILLIARD TRIPHASIQUE

On utilise ensuite le lemme suivant dont la preuve est donnée dans ’annexe B.

Lemme 1.3.11

Soit f : R? — R une fonction réguliére. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1. f(e,1—=1¢,0)= f(c,0,1 —¢) = f(0,¢,1 —¢) =0, pour tout c € R.
2. 1l existe deux fonctions réguliéres g et h telles que

fler,ea,e3) = creacs gler, ca,c3) + (1 + c2 + ¢33 — 1) h(eq, o, c3).

Du lemme 1.3.11 et de ’équation (I1.30), on déduit qu’il existe des fonctions réguliéres @) et H; telles
que
J(c) = c1c0e3Q(c) + (¢1 + o + ¢3 — 1) Hy(c), Ve € R3. (1.31)
2/ La propriété (P2) dit que des triplets particuliers de la forme (¢,1 — ¢,0), (¢,0,1 — ¢) et
(0,¢,1 — ¢) doivent étre solutions du systéme triphasique (1.10) ce qui implique que

L0 F — 0,F) + = (0,F — 0, F) — 0, Wi, j k) = {1.2,3},Vc, € R (1.32)
Ej Ek ¢;i=0,cx,=1—c;

En utilisant (I.29), on trouve que les relations (I.32) sont équivalentes aux conditions suivantes sur
la fonction J

( (01 — 0aJ) —|— = (81J 83J)) (0,¢,1 —¢) =2093¢(1 — ¢) <1(1 -+ 1c> ,
pI) P >3
< (82J 81J) —|— = 82J 33J > C, 0 1-— = 20130(1 — C) <1(1 — C) + 10) s (133)
¥ ¥ X3
& (03] — B1]) —8.] 07 —201pe(1—¢) (o (1— ) + —
L\ 3, 3 1)+ 3 2 = 2012¢(1 — ¢ SN —c —1—220 .
De (1.31), il vient
<1 (01 = 00T) + 5 (017 = 0uT) > (0,¢,1—¢) (1 + 1) e(1— )Q0,¢,1 — ¢),
Yo Yy X3
(1 (02 — 1 J) + = 82J 03J) > ¢0,1— (1 + 1) c¢(1-0)Q(c,0,1—¢), (1.34)
> b Y3
1 1 1
\ (21 (03 — hJ) + 27 (03 — 82J)> (¢,1—1¢,0)= (21 + 22) c(l1-0)Q(c,1 —¢,0).

En comparant (I.33) et (1.34), il suit que ) doit satisfaire
Q(0,¢,1 —c¢) =3ac+ X3(1l —¢), Ve €R,
Qc,1 —¢,0) =31c+22(1 —¢), Ve eR, (1.35)
Q(c,0,1 —c) =%1c+X3(1 —¢), Ve e R.
Cherchons maintenant @ sous la forme
Q(c) = Y1e1 + Xaco + Uzes + R(e), Ve € RP. (1.36)
Les propriétés (1.35) sont équivalentes a
R(e,1—1¢,0) = R(c,0,1 —¢) =R(0,¢,1 —¢c) =0, VceR,
et donc le lemme 1.3.11 implique que R s’écrit
R(c) = cieae3G(e) + (1 + c2 + c3 — 1) Hy(c), Ve € R?. (1.37)
En utilisant (1.29), (1.31), (1.36) et (1.37), on conclut que F vérifie (I1.26). |

32



1.3. MODELE TRIPHASIQUE ALGEBRIQUEMENT ET DYNAMIQUEMENT CONSISTANT

Les équations (I.10) n’ont de sens que si la condition (I.4) sur la somme des parameétres d’ordre
est satisfaite, c’est-a-dire sur I’hyperplan S. Dans ce cas, le terme contenant la fonction H dans
(I.26) ne joue pas de role dans le systéme d’équations final. Nous supposerons donc que H = 0
dans la suite.

Remarque 1.3.12 (Commentaires)

1. On remarque qu’il n’y a pas de termes croisés dans la définition de l’énergie libre. En
effet, si on ajoute des termes de la forme Ve; - Ve, leurs coefficients dans l’énergie
libre doivent étre égaux pour assurer la propriété de consistance algébrique. L’ajout
des termes croisés dans l’énergie libre revient alors o ajouter un terme de la forme
|V(c1 +ca+c3)|? qui n'intervient pas puisque la somme des paramétres d’ordre vaut
1.

2. Nous supposons pour construire le modéle que les tensions de surface sont constantes.
La généralisation G un modéle triphasique avec des temsions de surface variables
(prise en compte des effets de Marangoni par ezemple) n’est probablement pas directe.
Cependant, cette hypothése n’est pas restrictive pour nos applications.

3. La description donnée dans le paragraphe 1.2.1 se généralise a des systéemes de plus de
trois composants [9, 40, 47] et peut étre utilisé par exemple pour l’étude des systémes
avec changement de phase. Cependant, pour des phases non miscibles, [’utilisation
de Uapproche générale ne suffit pas (propriétés de consistance non vérifiées). En
effet, Uanalyse proposée pour avoir un modéle consistant semble difficile o utiliser
directement : par exemple pour 4 phases, il y a 6 tensions de surface différentes et
seulement 4 coefficients 3;.

1.3.2 Premiers exemples pour le potentiel de Cahn-Hilliard

Dans différents travaux de la littérature [47, 69, 70|, le potentiel de Cahn-Hilliard F', dans le cadre
triphasique, est défini par

= f
F(c) = Fy(c) = 012633 4 01335 + o93cics. (1.38)

Le modele décrit par Kim et al. [69, 70] est basé sur une approche différente de la notre. En
effet, I’élimination d’un des paramétres d’ordre (par exemple c3 = 1 — ¢; — c2) est faite avant
I’établissement des équations. En supposant que toutes les tensions de surface valent 1 et que la
mobilité est constante égale a 1, le systéme proposé dans [69] s’écrit

801
LA
8t /’L17
OF g2
= —(c1,¢2) — e2Acy — —Acy,
301 2
e (1.39)
Y72 _ A
6t /"1/27
OF g2
o = 8762(01,02) —e2Acy — EAcl,

(c%c% +c3(l—c1—c2)?+ (1 —e1 — e)?cl).

=~ =

ol F(Cl702) = ﬁo(c)(cl,c% 1-— C1 — 62) =
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On remarque dans ce modéle que si c3 = 0, le systéme ne satisfait pas ¢; + co = 1. En effet,
I’équation vérifiée par c1 + co est la suivante

0 oF oF 3e?
= =A(— — - —A
T (c1+c2) <(‘9cl (c1,¢2) + 9 (c1,¢2) > (c1 + 62)>
: o . OF oF :
et 1 n’est pas solution puisque la somme des termes non-linéaires a—(cl, c) + a—(cl, c9) n’est pas
C1 (&)

constante & l'interface entre les phases 1 et 2.

D’apres le théoreme 1.3.9, le potentiel Fy ne permet pas d’avoir un modéle algébriquement

. N . . diph . N 2
consistant avec les systémes diphasiques S5,; sous-jacents. Ces modeéles ne sont pas adaptés pour
la description de mélanges & trois constituants non-miscibles (des exemples numériques sont donnés
dans le paragraphe suivant).

D’aprés le théoréme 1.3.9, la forme la plus simple admissible pour avoir un modéle consistant
est le polynome suivant

def 2 2 22 22
Fo(c) = o1acicsy + o13cics + 023c5c5 + crcacs (X101 + Xaca + X3ca)

5, S s (1.40)
= ?C%(Cz +c3)® + ?65(01 +c3)” + ?63(01 +c2)?,
les coefficients (X;); étant définis par (1.25). En se limitant aux valeurs de ¢ appartenant a I’hyper-
plan S, la fonction Fj peut s’écrire aussi sous la forme
D) by )

Fy(c) = ?%%(1 — o)+ 7%3(1 — )+ 7303(1 —3)?, VeeS. (1.41)
Cette fonction dépend seulement et explicitement des paramétres physiques o192, 013 et 0923. Ceci est
un avantage pour cette approche, comparée a d’autres modeéles de la littérature ol une calibration
est nécessaire pour déterminer les parameétres du modele (e.g. [47]).

1.3.3 Modéle consistant et non-consistant

Nous comparons ici les modéles obtenus pour les potentiels Fyy et Fy, définis par (1.38) et (1.40),
en s'intéressant tout d’abord a leur graphe puis aux résultats obtenus numériquement lors de la
simulation de I’étalement d’une bulle entre deux phases stratifiées.

On visualise tout d’abord les isovaleurs de la fonction F' en coordonnées barycentriques afin
d’observer les différences entre les potentiels Fyy et F. Plus précisément, on représente le triangle
de Gibbs dont les sommets représentent les trois phases pures (1,0,0), (0,1,0) et (0,0, 1). Les points
situés a 'intérieur du triangle de Gibbs correspondent aux valeurs des concentrations physiquement
admissibles.

Sur la figure .2, on compare les différences entre les fonctions Fy et Fy pour lesquelles le modéle
(I.10) est respectivement non consistant et consistant. On se place dans le cas ot les trois tensions de
surface sont identiques (figures 1.2(a) et 1.2(b)). Dans le cas non consistant, au centre du triangle de
Gibbs, on observe un point-selle pour F' tandis que dans le cas consistant, on observe un maximum
local. De plus, dans le cas on F' = Fj (modéle consistant), le chemin d’énergie minimale entre deux
sommets du triangle de Gibbs est exactement le coté du triangle. Comme 1’évolution du systéme
est menée par la minimisation de 1'énergie libre totale, la structure de F' = F} entraine I'apparition
artificielle d’une des phases dans 'interface des deux autres. Sur la figure 1.2(c), le profil de Fj a
toujours la méme structure (avec un maximum local & l'intérieur de triangle de Gibbs) pour trois
tensions de surface différentes.
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(c) X1 =6,%9 =833 =4, F = Fy, modeéle consistant

FIG. 1.2 — Graphe et isovaleurs des fonctions Fyy et Fy en coordonnées barycentriques

On s’intéresse maintenant & la simulation de 1’étalement d’une lentille entre deux phases liquides
stratifiées. A 1’équilibre, la forme de la lentille et les angles de contact entre les phases sont connus
analytiquement (figure 1.3). Une étude plus détaillée de ce probléme sera donnée dans le chapitre
Iv.

On se place dans le cas ou les trois tensions de surface sont égales a 1. La figure 1.4 montre le
résultat obtenu a ’équilibre pour F' = Fj. La zone blanche correspond a la zone interfaciale (points

3
ou (1 —ec)(1 —e2)(1l —e3) > E) et la ligne noire correspond & la position de l'interface de la

solution analytique.
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] phase 1
Relation de Young : phase 3
. . . b 0
sinf;  sinfy  sinfg 3
023 013 012 62 phase 2

FiG. 1.3 — Forme théorique de la lentille & 1’équilibre

_/<>L

— )>—

F1G. 1.4 — Etat d’équilibre obtenu en prenant F' = Fy avec (012;013;023) = (1;1;1)

Nous comparons ici les résultats obtenus avec le modéle (I1.10) en utilisant comme potentiel de
Cahn-Hilliard F = F et F = Fy ainsi qu’avec le modéle (1.39) décrit dans [70]. Sur la figure 1.5, le
modéle algébriquement consistant donne des résultats corrects au niveau des interfaces, par rapport
aux deux autres modéles ol on observe 'apparition artificielle de la phase ¢ dans l'interface entre
les phases j et k. Ce résultat est cohérent avec ’analyse du paragraphe 1.3.1, puisque la fonction
Fy ne permet pas de vérifier la propriété (P2). Ce comportement a déja été observé, sans étre
expliqué, dans [70, Fig. 4.5] et persiste lorqu’on raffine le maillage (figure 1.6) car il ne s’agit pas
d’un artefact numérique.

Le modéle (I.10) avec F' = Fy donne des résultats satisfaisants. Cependant, le modeéle a des
limites. En effet, dans les situations d’étalement total, c’est-a-dire lorsqu’un des coeflicients ¥; est
négatif, ’hypothése (I.17) n’est jamais satisfaite. Prenons par exemple X1 négatif, alors

F()(—l, 1, 1) =2%; <0.

Le triplet (—1,1,1) n’a pas de sens physique mais nous avons vu précédemment que le systéme de
Cahn-Hilliard non dégénéré avec un potentiel régulier ne permet pas d’assurer que les concentrations
restent positives (remarque 1.1.1). En fait, méme quand la condition (I.14) est vérifiée, Fy peut ne
pas étre minorée sur I’hyperplan S (par exemple, si X1 = 3o = 1 et ¥3 = —0.2). Dans ce cas,
le théoréme 1.2.7 ne s’applique pas et le systéme (I.10) obtenu est mal posé. Numériquement, on
observe que les simulations s’arrétent car les valeurs des parameétres d’ordre ne restent pas bornées
(§1.3.5).

C’est pourquoi, nous allons considérer un choix de F' plus général, i.e. d’ordre plus élevé, afin
d’avoir un probléme bien posé.
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1
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06
0.4}
02r

0

0.02 0.03 0.04 005 006 0.07 0.08

0.08,

0.02

Modéle (1.39) proposé dans [70] : cas non-consistant

1
08
06|
0.4}
02}

0

002 0.03 004 005 006 0.07 0.08

1
08
06
04}

0.0 0.1
0.08, :
|
I
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| =
I
|
0.02 I
0.0 ‘ 0.1

0.08,

Modele (1.10) avec F = F : cas non-consistant

02}
0
0.02 0.03 0.04 005

!
!
0.02 ,‘

0.06 0.07 0.08 0.0 0.1

Modele (I.10) avec F' = Fj : cas consistant

F1a. 1.5 — Coupe verticale des paramétres d’ordre en x = 0.05 pour (012, 013,023)=(1; 1; 1) et
isovaleurs de ¢y pour les niveaux co = 0.1,0.3,0.5,0.7,0.9 pour trois modeéles différents

0.08 0.08;
0.02 0.02
0.0 0.1 0.0 0.1

h=8310"3 h=5510"*%

FiG. 1.6 — Isovaleurs de cp pour les niveaux c; = 0.1,0.3,0.5,0.7,0.9 pour le modele (I1.10) avec
F = Fj pour deux maillages différents

37



CHAPITRE I. MODELE DE CAHN-HILLIARD TRIPHASIQUE

1.3.4 Potentiel de Cahn-Hilliard F' d’ordre plus élevé

Comme nous avons vu précédemment, si un des coefficients ¥; est négatif, il est nécessaire de consi-
dérer des énergies de volume plus complexes admissibles d’aprés le théoréme 1.3.9 (pour préserver
la consistance algébrique du systéme) et qui vérifient les hypothéses du théoréme 1.2.7 afin d’avoir
un probléme bien posé. Dans la suite, on s’intéressera au cas particulier suivant

Fra(c) = Fo(c) + Acicsci(walcr) + @ale2) + palcs)), (1.42)
ou A est un paramétre réel positif et ¢, est la fonction définie par
1
ST
QOOC (1 + $2)a

avec a > 0. Quand A = 0, on retrouve la fonction Fy introduite précédemment. Si on prend o = 0,
la fonction F o est le polynéme d’ordre 6 suivant

Fro(c) = Fo(c) + 3Acicie3. (1.43)

Le modele (I1.10) avec F' = F}j o sera utilisé pour les tests numériques. Malheureusement, notre
analyse ne s’applique pas en 3D pour le cas limite a = 0.

I.3.4.a Probléme bien posé

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que le probléeme (I.10) avec F' = F) , est bien posé sous
certaines hypothéses sur A et «. Pour cela, on a besoin de quelques résultats sur les fonctions ¢,

et ®o(z) = 2200 (2).
Lemme 1.3.13
1. Pour tout a > 0, il existe K, > 0 tel que

K K
(1006(‘%.) < |x|2aa7 ‘@;((L’)’ < Wi‘jﬂ, Vz € R?
Lo |z[? Ko 1o

2. On a N
®,, est convexe, pour tout o € [0, 17} ,

z®! () >0, Vx e R, pour tout a € [0,1]. (1.44)

La preuve du lemme est donnée dans ’annexe B.
On suppose dans la suite que

ael0,1], sid=2,
(1.45)

8
aG}O,],sidZS.

17

Théoréme 1.3.14

Si A > 0 et o vérifie la condition (1.45), alors le systéme (1.10) avec F' = F) o est bien
posé pour toutes valeurs de (3;); vérifiant les conditions (1.14)-(1.15).
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Preuve.
Pour montrer ce résultat, il suffit de vérifier que les hypothéses du théoréme 1.2.7 sont satisfaites.

1. Croissance polynomiale :

D’apreés le lemme 1.3.13, on vérifie que pour tous A et « positifs, il existe By, Ba > 0 telles

que
|Faa(e)] < Bile/*™ + By, Vees, (1.46)
|DFpa(c)] < Bile| >+ By, Vee€S, (1.47)
|D?Fyo(c)] < Bile|'+ Bs, VeeS. (1.48)

Ainsi, les hypotheses de croissance polynomiale de F' (1.18)-(1.20) sont satisfaites, pour d = 2
et d = 3. A noter que I'exposant 4 dans le membre de droite de (I.48) ne peut pas étre
amélioré (voir le calcul (I1.49)).

2. Minoration de la matrice hessienne de F' :
En utilisant (I.48), ’hypothese (I1.21)

(D*F(c)¢,€) = =Dy (1+ [c|?) €)%, Ve e S,VEeR?,

est satisfaite, avec ¢ = 4, par F o pour tout A > 0 et pour tout a > 0. Malheureusement,
dans le cas 3D, nous avons absolument besoin que g < 4 pour démontrer 'unicité des solutions
faibles dans le théoréme 1.2.7.

Dans 'expression de Fj ., tous les termes de Iy sont d’ordre 4 et contribuent dans D2FA7a
seulement avec des termes d’ordre 2. On s’intéresse donc aux termes additionnels dans Fi 4,
c’est-a-dire par exemple G(c) = Ac?c3c3pa(c1) = APy (c1)c3c3. En utilisant le lemme 1.3.13,
il vient

9:0;G(c)| < Kle|*7?,

dés que (7,7) # (1,1). Par conséquent, ces termes contribuent dans l'inégalité (I.21) avec une
puissance ¢ = 4 — 2« < 4 grace a 'hypothése (1.45) sur o pour d = 3. Il reste & considérer le
terme

07 G(e) = ®y(c1)c3es, (.49)

qui est d’ordre 4. Néanmoins, comme « satisfait (1.45), d’aprés le lemme 1.3.13, ®,, est une
fonction convexe et en particulier, ce terme 92G/(c) est positif. Finalement, sa contribution
dans (D?F) 4., €) est 902G |£1]? qui est positif. Ceci prouve que hypothése (1.21) est satisfaite
par F) o avec ¢ = 4 — 2a.

En dimension 3, on a utilisé la propriété de convexité de ®, pour tout o € [0 ] (annexe

17
8
B) et le fait que ¢ = 4 — 2a < 4, ¢’est pourquoi on suppose « € ]0, 17} .

3. Minoration de F' :

Tout d’abord, en utilisant les définitions (1.41) de Fy et (1.42) de Fj 4, il est clair que Fj 4
est positive sur S pour tout A > 0 et pour tout o > 0 dés que tous les coefficients (X;); sont
positifs. Par contre si I'un des coefficients ¥; est négatif, nous avons le résultat suivant.
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Proposition 1.3.15

Soient 012, 013 et 023, trois réels positifs et X1, X9 et X3 définis par (1.25). Pour tout «
vérifiant (1.45) et tout A > 0, le potentiel de Cahn-Hilliard F) ., défini par (1.40) et (1.42)
est minoré sur Uhyperplan S et vérifie

li inf Fip o | =0. 1.
Aﬂlrfoo (12' A, ) 0 ( 50)

En particulier, (I.50) montre que le terme additionnel d’ordre élevé dans F} , agit comme un
terme stabilisant qui tend vers un cas idéal ou ’énergie de mélange est positive quand A tend
vers 'infini.

Ainsi, en utilisant la proposition 1.3.15, on a que la fonction F . est minorée dés que A > 0
ce qui termine la preuve du théoréme 1.3.14

Nous donnons maintenant la preuve de la proposition 1.3.15.
Preuve.
On suppose par exemple que ¥ < 0. Comme tous les coefficients o;; sont positifs, on déduit
des relations (1.27), c’est-a-dire
Zi+2j:20ij >0

que nécessairement Yo > 0 et X3 > 0.
1/ En utilisant la définition de F (I1.40), on a pour tout c € S

X
Fra(€) 2 ~ el es 1 ey)? 4 A3 (n(er) + @ole) + pales)
by
> —’21’0%(02 +e3)? + Ac (®a(c2)ci + Palcs)es) .
On pose
_1 (124
MA,Oc — ¢Ol T . (151)

On considére tout d’abord ¢ € S tel que |ca2| > My o et |c3] > Mp o. Par conséquent, il vient

b
Fra(e) =~ er 1 ey)? 4 Ao (Mp 0)H(E + )

by A
—‘21’6%(62 + 63)2 + §(I)Q(MA,O¢)C%(CQ + 03)2 =0,

v

d’aprés la définition de My o. Ainsi, on a montré que Fj o(c) est positive dés que ¢ € S avec
|02| > MA,a et |CS| > MA,a-

2/ On considére maintenant ¢ € S tel que |ca| < My 4, par exemple. La méme étude peut étre
faite pour |c3| < My o. En utilisant 1'expression (I.41) de Fj et comme A > 0 et 33 >0, on a

23

5 (1—c1 — 02)2(01 + 02)2.

2
Fra(e) > ei(l—a)’ +
Si on note G(cq, c2) le second membre de cette inégalité, on peut écrire

b)) by DM
Gle1, c2) = 7%%(1 )+ 730%(1 —)?+ 73H(cl, c), (1.52)
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H(Cl, CQ) = Cy ((1 — 61)2(261 + 62) — 2(1 — Cl)(Cl + 62)2 + 02(01 + 02)2) .

En utilisant que |cp| est bornée par Mj 4, il vient

b
S (ercn)| < KMo+ MR )1+ )

ou K dépend seulement de |X3|. En appliquant 'inégalité de Young, on a alors pour tout 0 < § < 1
by oo K

SH(ene)| < KMya(l+ MR o) + =57+ g M3 o (1+ M),

Puis, on utilise le résultat suivant dont la preuve est donnée dans I’annexe B.

Lemme 1.3.16

Pour tout 0 <6 <1, on a

o

1

23(1—x)? > —a?

Ainsi de la définition (I.52) de G, il vient

b
G(Cl,CQ) Z 0130%(1 — 61)2 — 73H(61,02)

K 1 Jdo
3 4 12 13
> _KMA@&(I + MA,a) - gMA,a(l + MA,a) - 5@7
ce qui prouve que G (et donc aussi F o) est minorée pour ces valeurs de c. Ainsi la premiére partie
de la proposition est démontrée.
Finalement, pour A assez grand, on peut voir que M}y o, défini par (I.51), est plus petit que 1,

et donc on peut prendre 6 = M} ., dans l'inégalité précédente ce qui implique

. 1 Mj 013
inf Fia(c) > —KMyo(l+ MR o) — KMy o(1+ M%) — im. (1.53)
Le membre de droite de (I.53) tend vers 0 quand A tend vers U'infini puisque on a AliIJrrl Mp o =0.
—+400
|

I.3.4.b Positivité de F} ,

On montre ici une propriété supplémentaire sur la fonction Fj . Sous des conditions convenables
et pour A assez grand, le potentiel de Cahn-Hilliard Fj , est positif et les triplets (1,0,0), (0,1,0)
et (0,0, 1) sont les seuls points ou la fonction est minimale de valeur 0 sur S. On a donc bien un
potentiel en "triple puits".

Proposition 1.3.17
Soit o vérifiant (1.45). Il existe Ag > 0 tel que

inf Fp o, =0
m @
pour tout A > Ag si et seulement si on a

Y12g + X123 + XX > 0. (1.54)
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A noter que l’on retrouve la condition (I.14) sur les coefficients de capillarité ¥;.
Preuve.
1/ Tout d’abord, si la condition (I.54) n’est pas satisfaite alors igf Fjp,o < 0 pour tout A > 0.

En effet, supposons tout d’abord que
Yo 4+ X1Xg 4+ Yoz < 0.

Ceci implique en reprenant la preuve de la proposition 1.2.3, que la matrice Q

Y1+ 23 Y3 0
Q= 23 Yo + X3 0
0 0 22 + 23

a une valeur propre négative. De plus, comme Q est diagonale par bloc, le vecteur propre associé
a cette valeur propre est de la forme (a, b, 0). Ainsi, il existe (a,b) # (0,0) tels que

S1a? 4+ Spb? 4+ S3(a+ b)2 < 0.
On a alors pour tout « et pour tout A

Fpolaz, bz, 1 — (az + bx)) ~ (ElaQ + 2902 + Y3(a+ b)2) z2,

et donc F o prend des valeurs négatives sur S dans un voisinage de (0,0, 1).
On suppose maintenant que

Y129 + X123 + Xodiz = 0. (155)

Tout d’abord, si par exemple on a 31 = 0, alors (I.55) implique ¥2X3 = 0 c’est-a-dire un autre
coefficient X; est nul ce qui n’est pas possible puisque la somme de deux coefficients ¥; doit étre
strictement positive. On peut donc supposer par exemple

1>0, Xo>0, etX3<0.

Comme précédemment, on déduit de (1.55) que 0 est valeur propre de la matrice Q et donc il existe
a# 0 et b#0 tels que

Y1a? + Dob? 4+ Y3(a + b)? = 0. (1.56)
Ainsi, on a

Fpo(az,ba, 1 — (ax 4 bx)) ~ —223 (Zla?’ + 390% + X3(a + b)g)

x—0

(développement jusqu’au terme d’ordre 3 puisque celui d’ordre 2 est nul au voisinage de 0). Si le
facteur de 3 est non nul alors on conclut que F A« Prend des valeurs négatives. Raisonnons par
I’absurde, et supposons que

Yia® 4 Sob® 4+ X3(a + b)3 = 0. (1.57)

En multipliant (I.56) par (a 4 b) et en soustrayant (I1.57), il vient
ab(Ela + Zgb) =0,

et comme a #0et b#0, on a
Yia+ Yob=0.

Comme on suppose que Y1 et Yo sont strictement positifs, alors a et b sont de signes contraires et
ab < 0. Finalement, dans (1.56), on trouve

(31 + B3)a? + (Bg + B3)b% 4 283ab =0
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ce qui n’est pas possible car tous les termes sont strictement positifs.
2/ On suppose maintenant que (I1.54) est vérifiée. On veut montrer que la fonction Hy o définie
par
Hpo(c1,62) = Fpalcr,c2,1 —c1 — )

est positive pour A assez grand. Pour tout (c1,co) € R?, on ne peut pas avoir simultanément

1 1
Z, ’1—01—02|<*.

| |<f1 \ \<
c C
1 17 2 1

1
On suppose par exemple que |1 —¢; —ca| > T les deux autres cas peuvent étre traités de la méme

maniére. En utilisant le corollaire 1.2.4 avec

Si=ca(l—c), =c(l—-c2), &=—(c1+e2)(l—c1—ca),

et Pexpression de F} o (1.42), on a

Hya(c1,c2) 2321 [er(1— 61)]2 + %Zz [ea(1 - 02)]2 + 323[(01 +e2)(l—e1— 62)]2
+ Acic3 (1 — 1 — 2)*(alcr) + alc2) + pa(l — c1 — c2))
> — %i[cl(l —c1)F+ca(l—co)—(c1+e2)(1—c — 02)]2

+AEADL(1 — ¢ — c2).

1= 1
Un calcul direct montre que le premier terme est égal a —52(26102)2. Comme |1 —¢; — | > 7
1
on a alors (1 —c; —c2) > CDO‘(Z) grace a (I1.44). D’ot, on en déduit
.22 2 2 1
Hp o(c1,c2) > —23cic; + Acjes Py 1)
et le membre de droite de 'inégalité est positif pour tout (c1,co) € R? dés que
25
A > -
®a (1)
|

La borne inférieure obtenue pour A dans la preuve peut se calculer explicitement mais n’est
probablement pas optimale.

I.3.4.c Comparaison entre les potentiels de Cahn-Hilliard Fy et Fj o

Pour comparer les modéles obtenus avec Fy et F g, on s’intéresse tout d’abord aux isovaleurs de
ces fonctions dans le triangle de Gibbs lorsqu’un des coefficients ¥; est négatif. Nous regarderons
ensuite les conséquences lors de la simulation numérique d’un étalement total d’une bulle entre
deux phases stratifiées.

Sur la figure 1.7, on visualise les graphes des fonctions Fjy et Fy o. Pour des trés petites valeurs de
A, les fonctions Fyy et F o prennent des valeurs négatives (zone gris clair sur le dessin). Le systéme
n’a donc pas un comportement correct puisqu’il essaie d’atteindre le minimum global négatif de
I’énergie. Si on augmente A, par exemple A = 0.7, on voit que F) o est positive mais a plusieurs
minima locaux que le systéme peut essayer d’atteindre pour minimiser ’énergie. Enfin, pour A assez
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A=10

F1G. 1.7 — Isovaleurs des fonctions Fp et F o en coordonnées barycentriques en situation d’étalement
total X1 = X9 = 4,3 = —0.8 pour différentes valeurs de A
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grand (figure 1.7, A = 10), Fi ¢ est positive et a seulement trois minima au sommet du triangle de
Gibbs. De plus, on retrouve dans ce cas le méme comportement que pour Fy (figure 1.2), c’est-a-dire
un maximum local & I'intérieur du triangle.

On s’intéresse maintenant au cas de 'étalement total d’une bulle entre deux phases liquides
stratifiées. Le coefficient ¥; associé a la bulle est négatif, et on utilise F' = F} o. La bulle s’étale
peu A peu entre les deux autres phases (figure 1.8).

Fi1G. 1.8 — Evolution en temps de 1’étalement total d’une lentille ou (012, 013, 023)=(3; 1; 1), en
utilisant F' = F) g, avec A =7

L'utilisation de I’énergie volumique Fj o est fondamentale. En effet, si on prend F' = Fp, dans
ce cas ’énergie totale prend des valeurs négatives et alors le calcul s’arréte rapidement car les
concentrations ne restent pas bornées. Nous comparons sur la figure 1.9 les résultats obtenus au
méme instant (aprés quelques pas de temps et avant que le calcul ne s’arréte) dans les cas F' = Fj
et F = FA70.

Lhimimm \ T T P N

058 i o8| [ I A €1
06 i 06| [ )
04 ". 04} : c3
0.2 ' 02 i

0 V‘ 0 L
0.2 o 02f o

002 003 004 005 006 007 008 002 003 004 005 006 007 0.08

F = F, F=TFjg

F1a. 1.9 — Coupe verticale des paramétres d’ordre en x = 0.035 pour (012, 013,023)=(3; 1; 1)

1.3.4.d Conclusions

Nous résumons ici les résultats obtenus dans I’étude précédente :
— Si tous les coefficients (X;); définis par (I.25) sont positifs alors, le probléeme (I.10) avec
F = F), est bien posé pour tout A > 0 et pour tout « vérifiant la condition (I1.45). En
particulier, le choix le plus simple F' = Fjy est toujours acceptable. De plus, les trois états
correspondant a des phases pures (1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1) sont les uniques points ou
I’énergie de volume est minimale et les chemins d’énergie minimale entre deux des phases
sont les cotés du triangle.
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CHAPITRE I. MODELE DE CAHN-HILLIARD TRIPHASIQUE

— Si un des coefficients Y; est négatif, alors Fy n’est pas toujours minorée. Cependant, sous
la condition (I.54), pour tout A > 0 et pour tout « vérifiant (1.45), le probléme (I.10) avec
F = F) , est bien posé.

De plus, toujours sous la condition (I.54), pour tout « vérifiant la condition (I.45), et pour
A > 0 assez grand, 1’énergie de mélange F) , est positive et a seulement trois minima aux
points (1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1).

1.3.5 Consistance dynamique du modéle

Nous avons construit un modéle qui assure la consistance algébrique avec les systémes diphasiques.
Ainsi pour tout A > 0, il existe des solutions exactes particuliéres au probléme (I.10) de la forme
(¢,1 — ¢,0) on c satisfait le probléeme de Cahn-Hilliard diphasique (I.2) avec la tension de sur-
face correspondante. Nous allons montrer maintenant que le modeéle est dynamiquement consistant
dans le sens que ces solutions "diphasiques" particuliéres sont stables quand on perturbe la donnée
initiale. Ce point est crucial pour les simulations puisqu’il assure que des erreurs numériques per-
turbant la donnée initiale "diphasique" décroissent exponentiellement en temps. De plus, dans les
situations ou les trois composants sont présents, la consistance dynamique entraine plus de stabilité
aux interfaces entre deux des composants.
Pour tout f € L*(9), on définit sa moyenne sur ) par

1
mif) = a7 | rayaa.

On rappelle qu’on note L2 () (resp. H: (Q2)) l'espace composé par I’ensemble des fonctions de
L2(Q) (resp. H'(Q)) qui ont une moyenne nulle sur . Grace a l'inégalité de Poincaré, ¢ — |Vl
est une norme sur H},(Q) que 'on note |- |;. De plus, rappelons que pour tout f € L2,(9), il existe
une unique fonction u € H}, () telle que

—Au = f, dans ,
gz =0, surI.

1
On note cet unique élément u = (—A)"1f et |f|_, = |(—A)_1f|1 = ((=A)7'f, f)?. qui est une
norme sur L2,(92). Enfin, on a la propriété d’interpolation suivante

Flee < 1FI21F17, VF e HL (). (158)

Théoréme 1.3.18 (Consistance dynamique pour F = F) ,)

Soit a vérifiant la condition (1.45). Si on suppose que les conditions (1.14)-(1.15) et les
hypothéses (1.17)-(1.21) sur F sont vérifiées et que la mobilité My est constante alors il
eriste A1 > 0 tel que pour tout A > Ay, les solutions diphasiques du systéeme (1.10) sont
stables au sens suivant :

Pour tout K > 0, il existe §,~v > 0 tel que pour tout c° € H}g(ﬂ) telle que ‘co‘Hl <K,
on a |c?‘_1 <0 et m(c?) =0=lc(t)]_; < ‘c?‘_l e, vt >0. (1.59)

Une conséquence de ce théoréme et de (1.58) est que si c?» est assez petit et de moyenne nulle

alors c;(t) tend vers zéro exponentiellement en temps dans tous les espaces H®(§2) avec s < 1.

46
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On a un résultat similaire pour F' = Fy.

Théoréme 1.3.19 (Consistance dynamique pour F = Fj)
St X vérifie

)
IS TT >0, Vi=1,2,3 (1.60)

le résultat du théoréme 1.3.18 reste vrai avec A = 0.

Ce dernier résultat montre que, sous ’hypothése (1.60), le choix F' = Fj (le plus "simple" pos-
sible pour avoir un modéle algébriquement consistant) est bien posé et dynamiquement consistant.
Pour illustrer ce résultat, un exemple numérique est donné ou la condition (I.60) n’est pas satisfaite.
On se place toujours dans le cas d’une bulle piégée entre deux phases stratifiées. Ici, on prend le
triplet (012, 013,023)=(1; 0.5; 0.55) de sorte que

33 =0.05 < % ~6.81072.

Dans ce cas, le théoréme 1.3.19 ne s’applique pas et on ne sait pas si le modéle est dynamiquement
consistant. Cependant, on observe sur la figure 1.10 qu’il y a apparition artificielle de la phase
représentée par cs dans l'interface entre les deux autres phases. Cette apparition est beaucoup
moins importante que dans la figure 1.5 illustrant la non-consistance algébrique. Ceci s’explique
par le fait que le probléme ici ne vient pas d'un défaut de construction du modeéle (puisqu’il est
algébriquement consistant) mais seulement d'une instabilité dynamique diie aux erreurs numériques.
Si on prend F' = Fj g pour A assez grand, on peut appliquer le théoréme 1.3.18. On remarque sur
la figure 1.10 que les instabilités numériques disparaissent.

0987 — F=F
0.025

***** F=F
[ael
©0.015

0.01p
0.005

_\__/_

I 0 p p p p p
002 0.03 004 0.05 006 0.07 0.08

FiG. 1.10 — Etat d’équilibre obtenu pour (o2, 013, 023)=(1, 0.5, 0.55) et coupe verticale du para-
métre d’ordre c3 (correspondant & la bulle) en = 0.01 pour F'= Fyet F'= Fy g

Nous donnons maintenant la preuve du théoréme 1.3.18 qui est valable en dimension 2 et 3. On
utilisera en particulier des propriétés d’interpolation B.2.5 qui sont rappelées dans ’annexe B.
Preuve.
On suppose par exemple que j = 1. Comme m(c!) = 0, on sait que m(ci(t)) = 0 pour tout
t > 0. L’équation vérifiée par c; est
861 M()

— = —Auy. 1.61
ot N 1941 ( )

En appliquant P'opérateur (—A)~! défini précédement a (1.61), il vient

8(—A)_161 My

5t = _E_l(ﬂl —m(p1)),
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puis, en prenant le produit scalaire dans L2(£2) de cette équation avec c;(t) qui est & moyenne nulle,
on obtient

M, M,
—1 _ 0 . 0
2dt ((—A) 01701)L2 = - /Q(Nl —m(p1))er de = _El/gmcl dz.

En utilisant ensuite les définitions de p; et de Fj o, on a

1d
2 dt

3M08

((_A)ilclacl)]_lz ’vclle

12M
I 0

/Q [C%(l — Bicacs + 2A'ylc%c§(gpa(02) + Lpa(03))> + Aylclég(cl)c%cg} dx

12M
= 0 / (3 —2¢1) dx
Q

9
24MyA  Sr
T ST /90?6203(2262 + E3cg)(<pa(cl) + alco) + SDa(C3)) d
2 s [ ABBarh () + Sadi(ea) da
ou
62233 2% Yr (1 1 (5o + 53)
B N t R e . (162
A A (22 23) IS 1S i S VR

Comme les conditions (I.14) et (I.15) sont vérifiées, on a 7 > 0. Ainsi le terme

/ 2Ay1cic3ca(palca) + alcs)) dx
Q
dans le membre de gauche de 1’égalité précédente est positif. De plus, on peut écrire

1

/ [c%(l — Bieacs) + Ay @, (01)0203] dor = 5 / c1®! (c1)(1 — Breacs + 2A’ylc§c§) dx
Q Q

+/ch <c1 - ;@;(q)> (1= Breses) . (163)

2
On remarque que si A > ﬁl >0, alors 1 — 31X +2Ay X2 > 1 — il > 0, pour tout X € R.
81 20!
Ainsi, il vient
1/ Clq)/ (Cl)(l — 616263 + 2A’}/10%C§) dx > 1/ Clq>/ (Cl) 1-— 51 dr >0
2/ ° 2/ “ 8A71 -
D’apres (1.63), on a alors
1d _ 3M08 K
5o () e ) o+ 2 Ve 4 20 /chcb;(q)da:

9 3

24 Mo A by
- 0 321;223 /{26?0203(2262 + E:’,03)(%004(01) + wa(cz) + <pa(03)) dx

12MoA X7
O s | AdA (i) + Saeh () d

12]\/[ 12 M 1
S 0 / C:f(?) — 261) dx — 0 / Cc1 <Cl — 2‘1’&(01)) (1 — 516203) dx
Q Q
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Soient I, I3, I3, I4 les quatre intégrales du membre de droite de I'inégalité précédente.
Pour le terme I;, on a 'estimation

L] < Kleil3s + Klelfa.

Grace au lemme 1.3.13 et & I'inégalité de Holder, on obtient

2| S Ny c1 C2||C3 TS N |CL13 al|Cl| 9|C|16,
|| < K, Q| P(1+ |ealea]) do < Kaler}s + Ko |ij||2

5] < Ko [ [leal*#Jel” + Jea el 2] do
Q
< Kolerlfs fulelfs + Ka |01| 5 lelis ™,
et de la méme maniére,

| < K. /\cl\ ' 2 da < Kalarf? s [efi5>*

D’aprés le théoréme 1.2.7, la norme de la solution ¢ dans L>°(RT, H!) est dominée par une
constante qui dépend seulement de la constante K. Comme on suppose que

8
0 < —,
<o 17

en utilisant 'injection de Sobolev H!(Q2) C L5(f) et I'inégalité de Poincaré, on a

N | —
SR

— 9
(8)7erer)ya + elenlin < Kalerlfy + Klerlia + Klealis

3 3—2
L +Ka|01|L6,fa. (1.64)

Des injections He L2 cLic L3 et de I'interpolation He = [H',L?]1, il vient
6
3 3 4 305 R
Kol g + Kleilgs + Kleilpa < Kolerlfzleilfn + Kalerlfalenl
A A & TTiS2 6—4a pra—a 172 s inéoalité ] ¢ i
De méme, grace & H3=22 C L , H3=22 = [H, LL ]ﬁ et a I'inégalité de Poincaré, on obtient
le1lie 25 < Kale[falen [ < Ko |01|L2|01|H1
_ 8 _
Finalement, 'injection H3" C L% et I'interpolation H3" = [HI,L2]% entrainent que
\Cl\iwwﬁ < Kolai|fale .

En introduisant y(t) = ((—A)le1,c1) (s, 2(t) = |e1ffp et en utilisant la propriété d'interpolation
(I.58), nous déduisons de (I1.64) et des estimations précédentes
24—17a¢ «

1 d —« (o]
Sy + —2(t) < K. <z SyS 2oyt 4o T ylo faT yZ) . Vt>0.  (L65)
2dt K,

D’aprés le théoréme 1.2.7, z est uniformément borné en temps par une constante Cyx qui dépend

seulement de K et y € CY(R). Choisissons & assez petit pour avoir

3 5 1 8—17a o €
K, (c,g& e X ot B on 5z> < = (1.66)
p

49



CHAPITRE I. MODELE DE CAHN-HILLIARD TRIPHASIQUE

On remarque que 8 — 17a > 0 grace a la condition (1.45) vérifiée par o. Comme on suppose
y(0) < 62, la continuité de y et z en temps implique qu’il existe un temps maximal Ty €]0; +oo] tel
que

3 1 5 1 8—17a o 2-—a a S
K, <28y8 + z6y6 + 2z 16 yic 4z 4 y4) Sﬁ’ VO<t<Tp. (1.67)
p
Les inégalités (1.65) et (I.67) entrainent
1d € €
——1qy(t —2(t) < —=2(t), V0 <t < T

et donc

— <0, VO<t<Ty.
GV T <0 << Ty
En notant que A\3y(t) < z(t), oit Ao est la premiére valeur propre non nulle de l'opérateur (—A)
avec des conditions de Neumann au bord, on a

ey ... .
et v = —. Ainsi, on obtient
Ky
y(t) <y(0)e™, V0 <t <Ty.
En particulier y(t) < 52 et donc en utilisant (1.66), on a pour tout t < Tj
3 8—17c «

<§ 8+z6y6+z 16 yT6+z2_Tay%>§i, VO<t<Ty.
4K,

Finalement, grace & la continuité de y en temps et & la maximalité de Ty vérifiant la propriété
(I.67), nous pouvons conclure que Ty = +00, ce qui termine la démonstration. |

La méme démarche est utilisée pour la preuve du théoréme 1.3.19.

Preuve.

Nous considérons ici le cas ou A = 0, c’est-a-dire F' = Fy. En utilisant la méme approche que
précédemment, nous obtenons le cas particulier

%% ((—A)_lcl,cl)L2 3MO€]V01]L2 12?40 /Qc% (1 — b1 (02 + %) (1 - <02 + %))) dx

— 12;”0/9 [ (3 — ﬁ;) +cf <ﬁ41 — 2)] dz, (1.68)

Oﬁ02262+2 221 etCS—l_Cl_CQ—l—(62+%)—%‘
Comme X; > =T 0, (I.62) entraine que 1 < 4. Par conséquent, on a
B
1_ﬂ1X(1_X)>1_Z>O

pour tout X € R. L’intégrale dans le membre de gauche de (1.68) est donc positive. En utilisant
I'inégalité de Young, il vient
1d 3M0€

Sd ((_A)ilchCl)Lg + — |V01]L2 <K <|01|L3 + ]c1]L4) )

Puls nous utilisons Iinjection de Sobolev Hi C L4 en dimension 2 et 3, ainsi que l'interpolation
Hi = [H!, L2 1 et la propriété d’interpolation (I1.58) pour conclure par le méme argument que dans
la preuve précédente. [
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I.4 Modéle couplé de Cahn-Hilliard /Navier-Stokes

Nous avons construit un modele de Cahn-Hilliard triphasique vérifiant les propriétés de consis-
tance algébrique et dynamique souhaitées. Pour prendre en compte I’hydrodynamique du mélange,
les équations de Cahn-Hilliard sont couplées aux équations de Navier-Stokes dans le cas d’un
écoulement anisotherme, incompressible [70] en s’inspirant des travaux réalisés pour des mélanges
diphasiques [15, 59, 67].

Dans chaque phase i, la vitesse u; et la pression p; vérifient

ot
V'Ui:(),

Ou;

ol p; est la masse volumique, 7;, la viscosité dynamique et g, I’accélération de la pesanteur. L’in-
terface entre la phase 7 et j est notée I;; et n;; est le vecteur unitaire normal & l'interface orienté
de la phase ¢ vers la phase j. En supposant qu’il n’y a pas de transferts de masse & l'interface et
que la tension de surface o;; est constante, les conditions de saut sur I;; sont ([32], annexe C)

Uq - TLZ'j = ’U,j . nij, (169)

(Tj — Ti)nij + o RNy = 0, (1'70)

ou 7; est le tenseur de contrainte et x est la courbure moyenne de 'interface. Dans ’équation (1.70),
le saut de la contrainte normale est compensé par la force de tension de surface o;;xn,;. De plus,
d’aprés une observation empirique [32], la vitesse tangentielle est continue sur I;;

U -t = Uj - t,
ce qui entraine la continuité des vitesse sur [;;
U; = Uy.

On peut donc définir une vitesse moyenne u, unique, réguliére sur tout le domaine.
Pour coupler les équations de Cahn-Hilliard et de Navier-Stokes, un terme d’advection est ajouté
aux équations d’évolution des parameétres d’ordre

8ci o MO
E—}-(U'V)CZ—V- <Ei vﬂz)a

ou la définition des potentiels chimiques p; reste la méme que dans (I1.10). De plus, les équations
de Navier-Stokes sont vérifiées sur tout le domaine (2

ou 3

0(0) (G +0+ ) = V- (e)(Turt Tu) + Vo= 3 Ve + el
=1

V-u=0.

Dans ce cadre, les propriétés thermophysiques telles que la masse volumique et la viscosité sont
approchées par des fonctions réguliéres qui dépendent des paramétres d’ordre et vérifient

o(c1,c2,¢3) =0 sici =1 et n(cy,co,c3) =m; si ¢ = 1. (I.71)
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CHAPITRE I. MODELE DE CAHN-HILLIARD TRIPHASIQUE

Pour traiter le saut (1.70), la force de tension de surface est approchée par une force volumique
[18], appelée force capillaire

3
fea = piVes, (1.72)
i=1
qui est ajoutée a I’équation de bilan de quantité de mouvement [3, 15, 24]|. Cette force est non
nulle seulement dans la zone interfaciale. Enfin, les conditions au bord restent inchangées pour les
paramétres d’ordre et les potentiels chimiques

Ve, -n=Vyu;-n=0surI.
De plus, la vitesse et la pression vérifient sur I’
u-n=0et (—p+n(c)(Vu+Vu'))n-t=0.

Ce faisant, la création d’énergie libre par convection est égale et opposée a la création d’énergie
cinétique par capillarité [59]. En effet, pour écrire la loi d’évolution de l’énergie totale du systéme
(énergie cinétique et énergie de Cahn-Hilliard), on multiplie I’équation d’évolution de ¢; par u;
et celle de la vitesse par u. En sommant les équations, la contribution des termes de transports
compense exactement la contribution des forces capillaires.

Dans la littérature (e.g. [14, 67]), on trouve différentes formes de force capillaire qui sont équi-
valentes en modifiant la définition de la pression [59]. Ainsi par analogie au probléme diphasique,

on remarque
3 3 3
Z piVep = — Z Vi +V (Z CiMz’) .
i—1 i—1 i—1

3 3
En ajoutant Z c;l4; dans la définition de la pression, on peut prendre fg) = — Z ¢;Vu; comme
i=1 i=1
force capillaire. Dans [59, 70|, la force capillaire est définie par

3
3 1
féfi’) = ZV' <45Ei <2|Vci|21 -V ® Vci>) .

=1
En utilisant les relations
V- (Ve®Ve)=(Ve-V)Ve+ AcVe,
1
v <2|V0|2> = (Ve- V) Ve,

il vient
3

3
6(2) = Z; —EsZiAcchi.

Grace a la définition des potentiels chimiques dans (I.10)

4y 1 3
i = —= < (8;F(c) — ajF(c))> — ZeXiAg
g Ej 4
JF#i
3
et & la propriété Z Ve; = 0, on obtient
i=1

3
12
() => " Ve, + —VF(c).
fca — i Cl+ € (C)
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12
Finalement, on retrouve l'expression (1.72) de la force capillaire en ajoutant — F'(c) dans la défi-
€

nition de la pression.

Remarque 1.4.20

L’équation du bilan de masse écrite sous la forme (car V -u =0)

do(c)
——4+u-Vpo(c)=0
5 o(c)
n’est pas satisfaite sur tout le domaine Q) puisque la masse volumique dépend des para-
métres d’ordre qui ont leur propre équation d’évolution. Par contre, elle est vérifiée loca-

lement dans les zones ot o(c) est uniforme c’est-a-dire dans chacune des phases d’aprés

(1.71).

Pour un écoulement anisotherme, il faut ajouter I’équation du bilan d’énergie. Le champ de
température satisfait une équation d’advection-diffusion

o(c)ep(c) (02;1; +u- VT) =V-(Ac)VT),

ol ¢, la chaleur massique et A la conductivité dépendent des parameétres d’ordre et sont approchées
comme la masse volumique et la viscosité.

Remarque 1.4.21

Le modéle de Cahn-Hilliard/Navier-Stokes anisotherme permet un suivi implicite des in-
terfaces sans mise en ceuvre de méthodes numériques spécifiques aux problémes a frontiére
mobile.

53



CHAPITRE I. MODELE DE CAHN-HILLIARD TRIPHASIQUE

54



Chapitre 11

Théorémes d’existence et de stabilité

Dans ce chapitre, nous présentons une étude du modeéle de Cahn-Hilliard triphasique (I.10)
exposé dans le chapitre précédent. Nous nous plagons dans un cadre plus général que celui de
systémes composés de phases non miscibles. Nous nous intéressons en particulier a l’existence et
I'unicité des solutions et a la stabilité asymptotique de certains mélanges uniformes.

La premiére étude menée sur le probléme de Cahn-Hilliard & n phases a été faite par Elliott
et Luckaus [38]. Ils montrent 'existence et 1'unicité d’une solution globale en supposant la mobi-
lité constante et en prenant un potentiel de Cahn-Hilliard sous forme logarithmique. L’hypothése
de la mobilité dégénérée a été traitée dans [37] ou seulement l'existence globale est prouvée, le
probléme de l'unicité restant ouvert comme en diphasique. Blowey et al. [7, 8] ont montré plus
de régularité sur la solution que dans [38| en prenant le potentiel de Cahn-Hilliard sous forme
logarithmique et en supposant que la mobilité dépend des paramétres d’ordre. Toutes ces études
sont faites sur le probléme de Cahn-Hilliard sans écoulement (u = 0). Récemment, le modéle de
Cahn-Hilliard /Navier-Stokes a été étudié dans le cas diphasique [14, 15].

Pour notre étude, la mobilité dépend des parameétres d’ordre mais elle n’est pas dégénérée. La
vitesse est suposée nulle et seules les équations de Cahn-Hilliard sont étudiées. Le potentiel de Cahn-
Hilliard F vérifie des hypothéses plus générales que dans [14, 99] (remarque 1.2.6). Nous montrons
Iexistence globale et 'unicité de solutions faibles du probléme (I.10) en dimension 2 (théoréme
[.2.7). On a un résultat similaire en dimension 3 si on suppose, en plus, que la mobilité est constante.
On montre aussi ’existence et 'unicité de solutions fortes, en supposant plus de régularité sur la
donnée initiale et sur le potentiel de Cahn-Hilliard (théoréme I1.2.1) ce qui permet de montrer
I'unicité des solutions en dimension 3 quand la mobilité est variable, non dégénérée. En particulier,
une telle solution est continue en espace et en temps. En dimension 2, on montre 1’existence et
I'unicité globale des solutions fortes tandis qu’en dimension 3, on a seulement ’existence et 'unicité
locale sur [0;t¢[ avec ty < 4o00. Enfin, la régularité des solutions fortes est utilisée pour établir un
résultat de stabilité asymptotique des états métastables (théoréme I1.3.2) c’est-a-dire des mélanges
qui sont des points de convexité de F'. Dans ce cas, on a l’existence globale des solutions en dimension
2 et 3. Les preuves des résultats énoncés reposent sur 'utilisation d’une approximation de Galerkin
[14] et des résultats de compacité. Les théorémes d’analyse fonctionnelle utilisés sont rappelés dans
I’annexe B.

Dans le premier paragraphe, nous traitons I’existence et 'unicité des solutions faibles. La preuve
du théoréme I1.2.7 est donnée en dimension 2 et 3. La deuxiéme partie est dédiée & I'étude des
solutions fortes. Enfin, le dernier paragraphe porte sur la stabilité asymptotique de solutions par-
ticuliéres correspondant aux états d’équilibre métastable.

Dans ce chapitre, nous ne cherchons pas a faire tendre € vers 0, ainsi toutes les estimations
dépendent de ¢.
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II.1 Théoréme d’existence et d’unicité des solutions faibles

Dans ce paragraphe, nous allons donner la preuve du théoréme 1.2.7 énoncé dans le chapitre
précédent sur l'existence et I'unicité des solutions faibles. Nous rappelons les hypothéses utilisées

sur les fonctions M, et F'.
Si d = 2, 1a mobilité M est de classe C' et il existe My, My, M3 > 0 tel que

hypothese (1.22) : M; < My(c) < My, Ve e S,
hypothese (1.23) : [DMy(c)| < M3, Vece S.
Si d = 3, la mobilité est constante et il existe M > 0 tel que
hypothese (1.24) : My = M.

En dimension 3, les hypothéses (1.22) et (I.23) suffisent pour prouver 'existence des solutions faibles
mais nous supposons (I.24) pour montrer 'unicité.

De plus, on suppose que :

~ minoration de F : F est de classe C? et vérifie

hypothése (I.17) : F(c) >0, Vce€ S,
— croissance polynomiale : il existe B1, By > 0 tels que

hypothese (I1.18) : |F(c)| < By |c|P +Ba, YceS,
hypothese (1.19) :  |[DF(c)| < By |¢|P™! 4By, Vce S,
hypothese (1.20) :  |[D?F(c)| < By [¢[P™2 +B,, Vce S,

oup=6sid=3,et 2<p<+oosid=2,
— minoration de la matrice hessienne de F' : il existe D; > 0 tel que

hypothese (1.21) : (D*F(c), &) > —Di (1 +c|?) €], Ve € S, V¢ € R?,
oul0<g<4d4sid=3et0<g<+oosid=2.

Théoréme (Existence et unicité des solutions faibles)

Soit Q un domaine régulier borné dans R%, avec d = 2 ou 3. On suppose que les conditions
(I.14), (1.15) et les hypothéses (1.17)-(1.21) sur F et (1.22)-(1.24) sur My sont vérifiées.
Quel que soit c® € HL(Y), il eziste une unique solution faible (c, ) de (1.10) sur [0, +o00]
vérifiant les conditions au bord (1.12) et dont c¥ est la donnée initiale telle que

c € L™®(0, +o0; H5(Q)) N L2,.(0, +o0; (H3(2))3) N C2([0, +oo[; H5(Q)), (I1.1)

p € L2(0, +oo; (HL(Q))?). (I1.2)

Pour démontrer le théoréme, nous allons utiliser une approximation de Galerkin et établir
des estimations d’énergie. Celles-ci permettront de passer a la limite dans les équations et de
prouver l’existence d'une solution au probléme (I.10). Nous établissons ensuite des estimations
supplémentaires (de type régularité) afin de montrer 'unicité des solutions.
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Preuve.

Etape 1 : Approximation de Galerkin

On introduit la famille (¢7);>1 de fonctions propres de l'opérateur —A (avec conditions de
Neumann sur le bord). On choisit ¢! = 1 et les (¢7);>1 sont orthogonaux & la fois dans L? et
H!. On définit " = vect(p?, ..., ") lespace engendré par la famille (¢/)1<;j<n. On note Ppn le
projecteur orthogonal sur ®” dans L2.

On cherche un couple (¢, u™) défini pour ¢ = 1,2, 3 par

n n
="k, = Bt)e
/=1 (=1

ot af et B! sont des fonctions de classe C1, telles que c™(0) = Ppn(c?) et

1

d M,
Vo e o, — (C;,’Ia (P) = _/ OVH? -Vodz, (113)
dt .S

3 4%
Yo € o) /Q,u?cpda: = /Q ZsEch? Vo + ?Z <

;(&-F(c”)—ajF(c"))>gp dz. (IL4)
J#i

J

Le probléme (IL.3) est un systéme d’équations aux dérivées ordinaires ou les inconnues sont les
fonctions of puisque ﬁg s’exprime comme une fonction non linéaire de (af); , dans (I1.4). Comme
les fonctions My et DF sont localement lipschitziennes, d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz,
il existe une unique solution au probléme (II.3)-(I1.4) dans un intervalle maximal de temps [0,¢"],
avec t" €]0, +00].

Comme c® € S,onac) +c)+c) =1, et

c’(0) +¢5(0) + c5(0) = Ppnl =1

car ! est égale & 1 et appartient & tous les espaces d’approximation de Galerkin ®”. De plus, le
systéme (I1.3)-(II.4) est construit pour assurer que pour tout ¢ € [0, ¢"]

> ) =1 (I1.5)
Par conséquent, c"(t) € S pour tout n et tout t € [0,¢"].

Etape 2 : Conservation de la masse

En utilisant (I1.3) avec ¢ = ! = 1, nous trouvons

d 1 d 1d 1 [ M
—m(c?) = — — ") dor = — — (ol doe = — — Yu; - Voldr =0.
) |Q\dt/gcl() . yQ|dt/QCZ()‘p v |Q]/QE7; far Vg ax

Ainsi pour tout ¢ € [0,¢"], il vient

m(ci(t)) = m(ci(0)) =m (Pq;n (c?)) =m (C?) . (11.6)
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Etape 3 : Estimation d’énergie
n
i

d
Prenons ¢ = pu!' dans ’équation (I1.3) et ¢ = dct
ie€{l,2,3},

dans ’équation (II.4). On obtient pour tout

dc? MO 2
i) = — n12 g
( dt 7ILLZ ) /{Y2 Zz ’v/’LZ | :L"

dej )\ _ [ 3 « ey 437 dci!
<dtaﬂi>_/ﬂ4ezzvci d +/ Z< —0;F(c ))) 0 dx.

Lorsqu’on somme les équations sur ¢ de 1 & 3 et en utilisant la propriété — Z ci' =0, il vient

et

IV u? da = 0. (IL.7)

o [/Z Zeyy |Vc”]2d:c+/ ") da +Z/

On remarque que le terme sous la dérivée en temps est ’énergie totale du systéme fgg’h(c”(t)).
La proposition 1.2.3 et la propriété (I.11) impliquent

3 M 3

0
S [ wurar=y [ o
i=1 7 7 i=1 7%

En particulier ce terme est positif et nous obtenons donc que 1’énergie totale du systéme décroit en
temps. De plus, nous pouvons controler I'énergie & t = 0 comme suit

vir [

i

3
1
dz > SMoY " [Vl (IL.8)
i=1 "1

/Z Zex Ve (0)? dx—i—/ dx<z g|2\\Vc°\L2+—(Blyc (07, + B2|Q])

< K; +KQZ ‘P@”Cg)‘%l < K +K2}CO}€II7
i=1

car 1 < p < +oo pour d = 2 dans (I.18) et p = 6 pour d = 3. On pose
ky = K1+ K|} (I1.9)

Nous avons donc obtenu une borne pour 1’énergie totale fmph( "(t)) qui ne dépend ni de ¢
ni de n. Par conséquent, en utilisant la proposition 1.2.3 (et (II 5)) et I’hypothese (I.17), nous
trouvons que la semi-norme H'(£2) de c"(¢) est controlée par I’énergie totale. Ainsi grace a (IL.6),
nous obtenons que le temps d’existence du probléme approché est ¢ = +oo et aussi

€™ | Lo (0,0011) < Chir. (I1.10)
On déduit de l'estimation (I1.7), en utilisant (IL.8), que
‘Vl'l’n’LQ(O,OO;LQ) S Ckl (1111)

Pour pouvoir ensuite appliquer I'inégalité de Poincaré, on a besoin d’une estimation sur m(y;). En
fait, il existe une constante K indépendante de ¢ et de n telle que

im(u)|< K, Vie{1,2,3). (11.12)
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En effet, nous avons

3 43 1
() = () = Je5 (~Ado) + | LT (G @FE) - o) o
i#i N

/Q%TZ( > — 0,F(c )))dm,

JF

grace a la condition de Neumann V¢}' - n = 0 sur I'. En utilisant (I1.19), il vient
4 |ET|
() L3 (e + oy e ) da
J#i J
<K (/ By [P~ dx + By |Qy> <K (1 + |cn\;;1) :
Q

car 1 <p < +4oosid=2et p=6sid=3. Dapres les estimations (IL.7) et (II.10), on en déduit
(I1.12). Finalement, en combinant (II.11) et (II.12) et en utilisant linégalité de Poincaré, nous
obtenons

“"’n|L2(0,tf;H1) < K(1+4ty), Vty>0. (I1.13)
Pour pouvoir appliquer le théoréme de compacité d’Aubin-Lions-Simon, nous avons besoin d’une
n

estimation pour % dans Pespace L%(0,t; (H(2))?). De 'équation (I1.3), on déduit que

tr n ty M,
/ <ac, ,g0> dt| = / 0 ”-VPq,ncpd:rdt‘ =
0 8t H_l,H(lJ 0 E’L

< KWMﬂLz(o,tﬁm)’V80’L2(o,tf;L2) < K|V(P‘L2(0,tf;L2)7 Vi€ {1,2,3},

My

v Vedrdt

pour tout ¢ € L2(0, tr; H}(Q)), grace a Pestimation (I1.11). Ainsi on a

oe"

< K. 11.14
ot - ( )

L2(07tf;H_l)

Etape 4 : Passage a la limite dans les équations (I.3) et (II.4)

Grace aux estimations (I1.10), (I1.13) et (II.14), on peut extraire des sous-suites de (c"), et
(n™)y (notées encore (c"), et (u™),) qui satisfont

¢ — c dans L°°(0, oo, (H!(£2))3) faible-x,

88‘; —~ g‘t’ dans L2 _(0, 0o, (H1(0))?) faible,
p"  — p dans L} (0,00, (H'(£2))?) faible.

D’apres le théoréme de compacité d’Aubin-Lions-Simon et les estimations (I1.10) et (II.14), on
peut extraire une sous-suite

c” — c dans C°([0, t], (LP(£2))?) fort, Vt; >0,

oil p < +oosid=2et p<6sid=3. De plus, c"(0) converge fortement vers c(0) dans (L?(£2))3
et ainsi c¢(0) = c” car Ppn converge vers l'identité pour la topologie forte des opérateurs. En
particulier, on a la convergence forte dans L?(0,¢7; LP(€2)) et d’aprés la réciproque du théoréme de
Lebesgue ¢™ converge presque partout vers ¢ (modulo une sous-suite).
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Montrons que les limites ¢ et p vérifient le probléme (1.10). Pour cela, on considére 7 € D(R™*)
et N > 1. Pour tout n > N, c", et p" vérifient (I1.3) et (I1.4) avec ¢ = ¢". On multiplie ces
équations par 7(t) et on intégre par rapport au temps. Les convergences faibles établies permettent
de passer & la limite dans chacun des termes linéaires. Pour le terme non linéaire de I’équation (I1.4),
on utilise alors I’hypothése (I.18), la convergence presque partout et le théoréme de convergence
dominée. Les équations limites étant satisfaites pour tout N et pour tout 7 € D(R™*), la densité
de (®"),, dans H'(£2) nous permet de conclure que (c, u) vérifient le probléme (I.10).

Etape 5 : Estimations dans L*(0,¢;; H*(2)) et dans L?(0,¢;; H3(2))

Soit (c, p) la solution faible de (I.10) obtenue précédemment. Nous avons déja montré que c
appartient a L°°(0, +oo, (H(Q))?) et que Vu appartient & L2(0, +o0, (L2(£2))?). Maintenant, nous
avons besoin de plus de régularité sur la solution ¢ pour démontrer 'unicité dans 1’étape suivante.

1/ Tout d’abord, nous cherchons une estimation pour Ac dans (L?(2))3. Pour cela, on choisit
¢ = —Ac} dans I’équation (I1.4) pour ¢ € {1,2, 3},

(Viii, Ves) = 52 Ac|?, — 22T / 3 < > _9,F(c ))> Ac; da.

JFi
3
En sommant les équations sur i et en remarquant que Z Ac; = 0 grace a (IL.5), on obtient
i=1
3 3 3 123
; V/Lz,VCz = ; ZEE”AC”%P - ? ;/Q&JF(C)AC% dzx

(11.15)

°.3 12 <
= ; ZEEZ-]ACA?; +— ; /Q V;F(c) - Ve da.

Gréce a 'hypothése (1.21) et a la propriété de conservation de la masse, on peut écrire
3 3 3 d 80 9
. v o¢j 9¢
/ ZV@F(C) Veide = ZZZ/ 8;0;F (c 8a:k 9o 02
Q =1 =1 j=1 k=
d

B ( Oc ac>dm
— Oxk oxy,
By / (1 + lel?)

k=179

En utilisant la proposition 1.2.3 et I’équation (I1.15), il vient

v

2
iz > —K/ (1+ |c — m(e)|9)|Ve]? da.
Q

eX|Acl?, < ZEE A, < / (1+]c —m(c)|)|Ve|* dz + K|Vl Vel (I1.16)
i=1

e Sid=2, on utilise

/ e — m(e)|*|Vef2dz < |e — m(c)|%, |Ve|2..
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D’aprés 'hypothése (I1.21), ¢ < +oo donc il existe § > 0 tel que g6 < 2 et H'9 ¢ L™,
De plus, l'interpolation H'*9 = [H2, H'];_s et les propriétés de régularité de I'opérateur de
Laplace entrainent

162
e — m(c)|%L[Velis < le — m(e)|%,s| Vet < K|Ac|b|ve|?S Y

Comme la puissance de |Ac|;. est inférieure & 2 pour tout ¢ < 400, en appliquant I'inégalité
de Young dans (I1.16), on obtient

(9(1-6)+2)

|Aclfz < K (1 +|Velfs ol ) Vel + [Vl | Vel (I1.17)

e Si d = 3, en utilisant la régularité elliptique du Laplacien et les inégalités d’Agmon et de
Poincaré, on a

/w— (©IVe2dz < |c — m(c)|l|Vels < K|Acl?,|Vels ™.

Comme ¢ < 4 dans I’hypothése (1.21) dans le cas tridimensionnel, la puissance de |Ac|; . dans
I'inégalité précédente est strictement inférieure & 2. Ainsi, en utilisant 'inégalité de Young
dans (I1.16), il vient

of At+a
Aclfz < K (1 + |Vc|L§“> ) Velfz + [Vul2| Vel (IL.18)

Finalement, puisque ¢ € L°°(0, +o00, (H!(£2))3) et Vu € L%(0, +o0, (L2(£2))?), les membres de droite
des estimations (I1.17), (I.18) appartiennent & L? (]0, +oo|). Il s’ensuit

loc
‘C|L4(0,tf;H2) S K(tf), Y0 S tf < +o00. (1119)
En particulier,
lelr2o, a2y < Falty), V0 <ty < +o0

ol ko est défini par
ky = C(ty)k:. (I1.20)

2/ Maintenant, montrons que c appartient a L2(0,¢s; (H?(£2))?), quel que soit t¢ > 0. En effet,
prenons le gradient de la définition du potentiel chimique p;

3 4% 7 1
ZeZiVAci =Vu —V — ; [EJ (0iF(c) — @F(c))]

Ainsi, on a

3 3
e NIVAe[E < K|Vpulf. + K |VOF(c)|fz. (IL.21)
1=1 i=1

e Sid =2, grace a 'hypothese (1.20), on a
Z]V&F )2, < Z 10,0, (c) Ve, <K/ (1+ |P2)2 Vel da

=1 4,7=1
2 2(p—2 2
< (et 2]y et

<K (]VC\LQ +]c !2(p 2) \Vc]ia) )

L3p2
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Comme 2 < p < +o0 dans I'hypothése (1.20), on utilise 'injection de Sobolev de H' ¢ L3(®P—2).
Par conséquent, il vient

3
S IVOiF(e)f: < K (IVelt + [elf Vel )
; (I1.22)
< K (IVelts + Vel ¥ Ak
Ainsi (I1.21) et (I1.22) entrainent

3
e2) SVAc[. < K|Vplt, + K (mﬁg + |vC|i<f*2>\Ac|iz> . (I1.23)

i=1

e Sid =3, on utilise I’hypothése (I1.20) avec p = 6 et I'inégalité d’Agmon suivante
1 1
Vel < K|AC|EQ|VACIE2,

pour obtenir

S VaF@ < K [ 1e=2 el dn < 1Tl (1+1e1,%)
=1

2)
< K|Acla|VAclz (1+ e8] ) = K|Acl2[VAclz (1+]effs) .

Grace a l'injection HS c L8 et ala propriété d’interpolation HS = [H?, H'| 1, 0n obtient

3
> IVOF(e)f2 < K|Ael2[VAclz (1 + el el )

, (I1.24)
g’
ST LT VA + Klelfe (1+ [elibleffe)
Par conséquent, (I1.21) et (I1.24) impliquent
2 3
ENT 2 VAR, < K|Vul?s + K|Acl? (1+|c| | Acl? ) (I1.25)
2 Z | Cilp2 Hir2 L2 1.2 - .
=1

On remarque que dans (I1.23) pour le cas 2D et (I1.25) pour le cas 3D, la puissance du terme
|Ac|; 2 est inférieure ou égale & 4. Ainsi, en utilisant les estimations (I1.10), (I1.13), (I1.19), il vient

L2(0,t;;H3) f f

Etape 6 : Unicité des solutions faibles

1/ On suppose qu’il existe deux solutions faibles (¢;, 11;) et (d;, v;) pour i = 1,2,3 au probléme
(I.10) avec la méme donnée initiale. En notant ¢ = (c1,co,c3) et d = (dy,d2,ds), on a pour tout
p € Hy,

<§t(0i —d;), 80> = _2131 /Q (Mo(c)Vp; — Mo(d)Vy;) - Ve da. (11.27)
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Prenons ¢ = e¥;(¢; — d;) comme fonction test et sommons les équations sur i, il vient alors

3
d 5Ei
i (Z T\Cz‘ - di|i2>
1
3

1;1 ,
= _(C:;/QMO(d)V(MZ — Vi) . V(CZ — dz) dr — 8;/{; (Mo(c) — MO(d))sz . V(Cz — dz) dx

3
:eZ/QMO(d)(M vi)A(e; — di) da

U1
3
—1—6;/9( L= UV Mo(d) - V(e; — dy) da
Uz
3
—5;/9(M0(c)— (d)) Vi - V(e —di)d

(I1.28)
Dans le cas de la dimension 3, seul le terme U; sera traité puisqu’on suppose que la mobilité
est constante (les termes Uz et Us sont donc nuls).

2/ Estimation de Uj :
3

En utilisant tout d’abord les définitions de u; et de v; et en remarquant que Z Alc;—d;)) =0

=1
on a

:_522/1\40 )8l A(e; — dy)| d:L‘+12Z/M0 )(0iF (c) = 0iF(d)) Alci — di) du.

D’apres les hypotheses (1.20), (1.22) et (I1.24) et en utilisant I'inégalité de Young et la proposition
[.2.3, il vient

3 3
Ur+ K52 S A — di)s < KZ/ OF(c) — O, F(d)2 da

i=1
< K/ (14 1P + @202 e~ dPde < K (14 [e20,2), + 1202 ) e — P
e Dans le cas de la dimension 2, on utilise une fois de plus 'inégalité de Young et la relation
lc— d‘io < Klc —d|i2[A(c = d)]2,

pour avoir

1
Ur + §K§52’A(C —d)|fz < K(l +lelidn ) + |d\L2(,, 2)) e —d[f..

1.2(p—2
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Comme 2 < p < +oo dans ’hypothése (I1.20), H! s’injecte dans L2P~2) et finalement on a
1 2 4(p—2 4(p—2 2
Ui+ 5 KA —d)ff. < K (14 lel? ™ + 1) e - affs. (I1.29)
e Dans le cas de la dimension 3, les inégalités d’Agmon et de Young impliquent

1 8(p—2)
U1 + 5KZ£2|A(C - d)|32 < Kl ( + |c’L2(p 2) + |d|L(21()p 2)) |C - d|i2

= K1 (14 [elf2 + [dIfR ) Je — Iz,

car on suppose p = 6 dans (1.20) quand d = 3. L’injection de HS C L8 et la propriété
d’interpolation HS = [H? H'15 entrainent

16
lcf£% < Klelg |effs-
Finalement, il suit que

1
Ui+ 5KZ2|A e — d)fe < K1 (1+[efifloff + [dIfi]dif ) le—df.. (11.30)

3/ Estimation de Uy dans le cas ou d = 2 :
D’aprés ’hypothese (1.23) sur la mobilité, on peut écrire

3
0| <M352/ V|l — ]|V (s — di)]| da
i=1 7%

3

En utilisant les définitions de p; et v; et en notant que Z V(c; — d;) =0, il vient
i=1

3
3
U] < 4M3522\E,-]/Q\Vd]m(ci—di)HV(cZ-—di)]dx
=1

’

Uy

3
+12M3Z/ V|0, (c) — B F(d)||V(ci — di)|dw. (IL31)
. Q

1"

Uy

Pour estimer le terme Uj, on utilise Iinterpolation H' = [H? L], et I'inégalité d’Agmon en

1
2
dimension 2. Ainsi on a

U3] < K22|Vd| o A(e - )| V(e — )l
1 1 3 1
< Ke2Vd|%|AVd|Z[A (e — d)|2e — d|2, (11.32)

KZ&
IA(c —d)[}, + K| VA7, |AVd|E:|c — df..
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De la méme maniére, on estime le terme U, , en utilisant en plus ’hypotheése (1.20) sur les dérivées
secondes de F'

U, (14 leP 2 +1dP?) e — d|IV(c; — )| da

< K|Vd‘L4 (1 + ’C|L4(p o T+ |d|L4(p 2)) lc — d|oo|v(c - d)|L2
1 1 1
< K1Vl (14 1622y + A2 ) le = dEafA(e - d)fhale — I [Ae - d)

_9 _
< K|Vd‘L4 (1 + ’0‘1114(;7—2) + |d|€4(p—2)> lc — d|L2‘A(C - d)|L2
KZs

1
2
1.2

Ae = d)ffa + K[Vl (1+ e[ %2) + 1d%2) ) o - dffs.

Comme 2 < p < 400 dans ’hypothése (1.20) alors H' s’injecte dans L2(P~2) en dimension 2 et grace
aux propriétés de régularité du Laplacien, il vient

KZE

1"
Uy

Ale = )z + KslAdRa (14 [eff ™ + 1dIf? ) e - dffs. (I1.33)

4/ Estimation de Us dans le cas ou d = 2 :

On utilise une fois de plus les inégalités d’Agmon et I'interpolation H! = [H2 L2] L pour estimer
Us
Us| < K[DMol|ole —d|o[Val:[V(c —d)|

1 1 1 1
< KMl — dlf|A(e - )b e — I — d) Vil o
3
< Ko dlalle - s Vi (I1.34)
K Se?

Ale — d)fz + Ka|Viulfzle — dff..

5/ Unicité des solutions faibles dans le cas ou d = 2 :
Pour prouver I'unicité, nous introduisons

€
y(t) = Z — dif%s.

i=1

L’équation (I1.28) et les estimations (II.29), (I1.32), (II1.33), et (I1.34) impliquent l'inégalité diffé-
rentielle

Y (t) < a(t)|c — dlf
ol a est définie par
aft) = Ky (14 lelf? > + [dl? ™) + K| VdlE AVl
+ KalAdf (1+ ey + |a[fP ) + Ky Valfa. (11.35)

En utilisant maintenant la proposition 1.2.3 (et puisque Z(Cz —d;) = 0) on déduit que y est une

i=1
fonction positive et que
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Gréce aux propriétés de régularité (I1.1) des solutions c et d, la fonction a appartient & L'(0,%5)
quel que soit ¢y > 0. En appliquant le lemme de Gronwall, il vient

y(t) < y(0)eh 9O o <t <ty

Comme les deux solutions ont les mémes données initiales, y(¢) = 0 pour tout ¢t > 0. Par conséquent,
on a montré 'unicité des solutions faibles en dimension 2.

6/ Unicité des solutions faibles pour d = 3 :

D’apreés ’équation (I11.28) et lestimation (I1.30), on a

y'(t) < a(t)|e - dlfs,

ol a est définie par
a(t) = K [1+ el el + |l ]

Grace aux propriétés de régularité (I1.1) des solutions c et d, la fonction a appartient a L'(0,%¢)
quel que soit £y > 0. On peut donc conclure sur I'unicité des solutions comme dans le cas 2D. =

11.2 Théoréme d’existence et d’unicité des solutions fortes

Dans ce paragraphe, on établit I’existence (locale en dimension 3) de solutions plus réguliéres.
Ceci nous permettra, en particulier, de prouver 'unicité d’une telle solution en dimension 3 dans
le cas d’'une mobilité variable non dégénérée. Par ailleurs, l'existence de telles solutions réguliéres
permettra I’étude de la stabilité asymptotique des états métastables dans le paragraphe suivant.

Pour avoir I'existence de solutions fortes, il faut que la donnée initiale soit plus réguliére que
dans le théoréme 1.2.7 ainsi que la non-linéarité de F' dont on demande dorénavant qu’elle vérifie

ID3F(c)|< B3(1+ |c|") (I1.36)
our < +oosid=2etr < 3sid=3.En particulier, cette hypothése n’est pas vérifiée pour le

potentiel de Cahn-Hilliard F' = F) , en 3D.

Théoréme II.2.1 (Existence et unicité des solutions fortes)

On suppose que les conditions (1.14), (1.15) et les hypothéses (1.17)-(1.23) et (I1.36) sont
vérifides. Quel que soit c® € (H*(Q))®> NHL(), il existe ty > 0 et une unique solution
forte (c, ) de (1.10) sur [0,¢s[ dont c® est la donnée initiale telle que

e € L0, t7: (HP(Q))*) N L, (0, 17: (HAQ)®) N o0, 1/ (2(Q))F),  (IL37)

pe L2(0,t 55 (H*(2))°) (I1.38)
oty =+oo sid=2etty <+oo sid=3.

En particulier, la solution appartient & CO([0,¢¢[; (H?(£2))3) et d’aprés les injections de Sobolev,
elle est continue sur 2 x [0, [ Cette propriété sera utilisée notamment pour la preuve du théoréme
de stabilité des états métastables dans le paragraphe II.3.

Preuve.

Nous allons tout d’abord montrer ’existence des solutions fortes en utilisant la méme approxi-
mation de Galerkin que dans le paragraphe II.1. Puis grace aux propriétés de régularité obtenues
pour la solution, nous démontrons 'unicité des solutions fortes en dimension 3.

Pour simplifier les notations, les fonctions ¢™ et p" sont notées respectivement c et .
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Etape 1 : Existence des solutions fortes

Prenons £¥;A“c; comme fonction test dans 1’équation (I1.3)
e d

L (Al =

_ / Mo(c) Vs - V(A2e,) da
Q

/gv (Mo(c)V i) A2¢; d

Q

= / eMy(c)Ap;A%c; da + /
Q

eV My(c) - Vi A%e; d.
Q
En sommant les équations sur 7, on obtient
ey d
> T (|AcEs) Z/ eMo(c)ApiA%e; d:c—l—Z/ eVMy(c) - VuiAle; da . (11.39)
=1
Ey B>
1/ Commencons par estimer le terme E;. Pour cela, on utilise la définition de u; et en remar-
3
quant que Z A%c; =0ona
i=1
>3,
By < =) | €*%iMo(c)|A? cil? +Z12M0 /A (0iF(c))A%¢; dx
i=1 i=1

Grace a la proposition 1.2.3 et & ’hypothése (1.22) sur la mobilité, il vient

3
B+ KA}, < k) [ 180 (o) do.
i=1 7%

(I1.40)
Pour estimer le terme de droite de 'inégalité précédente, on a besoin des hypotheses (1.20) et (I1.36)
sur la fonction F

2/ A8 F(c)? dz < | D*F(c)|>.|Velts + |D*F(c)| | Ac)?
=17

(I1.41)
2r 4 2r4-2 2
<K (1+]e = m(@)2) [Velfs + K (1+ o = m(c) 2 ?) [Ac].
e Sid = 2 posons § > 0 tel que § < En utilisant Uinjection de H'*® < L
r
I'interpolation H'*® = [H*, H', s, il vient
3

1-9 s
lc —m(c)|,, < K[Vc|,? }AQC}EQ.
De plus, l'injection de Hz c L4 et I'interpolation H2 = [H? L%]s donne
6
5, 1k
Vel = V(e —m(e))|: < K|Velp.|A%e|f
Enfin pour le terme |Ac|., les propriétés de régularité du Laplacien et l'interpolation de
H? = [H*, H']2 entrainent
3

2 1 2 1
|Acli2 < K|c—m(c)|y < Klc —m(c)|j]c —m(c)lfu < K|VC|E2|AQC|E2. (I1.42)
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Finalement, en utilisant les trois estimations précédentes dans (I1.41), il vient

Z/ |AQ;F(c)|* dx < K(l + |Vc]i2(177)
i=1 7%

9 2rs 10 9 2
[Ae| 1) IVels A%l

(IL.43)
3)|A2 |L22r+2 )|VC’§2‘A2C‘E2

(2r+2)(
+ K (14 Vel "
On remarque dans l’estimation (I1.43) que toutes les puissances de }A C}LQ sont inférieures a 2
2

car 6 < P En appliquant 'inégalité de Young, les estimations
r

(I1.40) et (I1.43) impliquent
Ke?y
Eq e

< K|Velya (1+|Vel3) + K|Velfa (1+|Vel®3)
< K|Vel?s (14 |Ve|%)

ol « est un exposant qui dépend de r et de 9.

[ J

Si d = 3, on utilise I'inégalité d’Agmon, 'interpolation H? =
régularité du Laplacien pour avoir

(11.44)

[HY, Hl]% et les propriétés de
1 1

c —m(c)|, < lc—m(c)|i|lc—m c|?.|Vel?slclfa c|iy|A%c|f,.

e —m(c)l, < le—m(e)|Zle — m(e)Z: < K|VelZ|Vellelf, < [Velf|A%|f

Pour le terme |Vc|; 4, on utilise 'injection de Hi C L* et I'interpolation H1 = [H? 1.2

3
1

3 1
Vel < K|Velf,|A%e|

Finalement, en utilisant les estimations précédentes et (I1.42) dans 'inégalité (I1.40), il vient
3

Z/Q |AQ;F(c)]? de < K <1 + ‘VC‘E’;‘AQC‘EQ> Veli2|A%|,,
=1

+K<1+|VC|L2 Wc]LZ >yvC|§2|A2c|EQ 11.45)

Dans 'estimation précédente, toutes les puissances de |A C|L2 sont inférieures & 2 puisque

2 e . .
r < 3 d’aprés 'hypothése (11.36) sur D3F. En appliquant 1'inégalité de Young et grace aux
estimations (I1.40) et (II.45), on a

KEE
Ey +

|A%ef], < K|Velf» (1 + ’VC@) +K|Veli. < + |Vc| )

< K|Ve|’, (1 + yvc|§2)

(I1.46)
ou [ est un exposant qui dépend de r

2/ 11 faut maintenant estimer le terme Es dans I'inégalité (I1.39)

e Sid =2, la définition de p;, Uestimation (I1.43) et les propriétés de régularité (II.1) de la
solution entrainent

3
|Apilie < K’AQCi‘iQ + KD |AdF(0)f < K (1 + }Azcl’m)
i—1

(11.47)
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De plus, 'hypothése (I.23) sur la mobilité, I'injection de H: CLietla propriété d’interpola-
tion H2 = [H!,L2]1 permettent d’obtenir
2

1 1 1 1
Ey < Mse|Vel|pa| V|| APc|, < Mse|Ve|2,|Ac)Z, V|2, | Ap| 2, | Alc| .

Ainsi grace a lestimation (I1.47) et en appliquant 'inégalité de Young, il vient

E2<K52

’A2 ’LQ + K’vc|L2‘AC|L2|v“|L2 (1 + ’A C’L2) .
Finalement, en appliquant l'inégalité de Young sur les derniers termes de 1’estimation précé-
dente, on obtient

K&y
By < =%

{AQ {Lz + K<|VC|L2 + |VM|L2‘AC|L2 + |VC‘L2’VH’|L2|AC|L2) (I1.48)
e Dans le cas tr1d1mens1onnel, on utilise I'hypothése (1.23), la définition de u; en remarquant
que Z A?¢; = 0 pour avoir

=1

3
By, < Mgsz/ VCVMiA2Ci dz
‘ 0

_3 zMgz/ > ]VCHA%ZHVAcAdx—l—12M32/ IVe||A%¢||V(8;F (c))| dw

< K£2|Vc]m‘A2c‘L2\VAc]L2+K|D2 ‘AQC‘LQ\VdOO

¢ ‘LQ
Grace aux inégalités d’Agmon, aux propriétés de régularité de ’'opérateur Laplacien et a
I'interpolation de H! = [H2 L%]4, 1, 0on obtient les inégalités suivantes

Vel < V(e = m(e))|Z: V(e — m(e)|Z < |Aclf|VAC]Z,.
VAcl, < |Acky < |AclLlAcl, < |Ac),|AZe|?,
qui permettent d’écrire, en utilisant ’hypothese (1.20),
By < K2|Ac|2,|VACZ, | A%, + K (14 Il ) A% 2| Acl 2|V Ac],
< Ke?|Aclh,|A2e|f, + K (1 v yc\;;lm)) |A%¢|, | Ac]2|VAC s

On utilise une fois de plus I'inégalité de Young afin d’avoir

KEE

2
By < == A%, + K (1Acli? + (1+ o572 ) [VAC]:|Ack: ) .

Comme r < 3 dans I’ hypothése (I1.36), 'injection de H? C L® entraine

K&y
By < =%

A2, + K <|Ac|Lz + (1 + |Ac\§2) |VAc|iQ|Ac|ig) .

Enfin, l'interpolation H3 [H* H?]. et l'inégalité de Young impliquent

1
2

K
B, < —°

‘AZC‘LQ + K <\Ac| +|Acls, + |Ac? )

(11.49)
Ks )

’AQC’LQ +K\Ac|
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3/ Grace aux estimations des termes Fj et Fy obtenues, nous allons montrer que
¢ € L°(0,t5HY) NLE.(0,t5;HY) avec t; = +oosid =2 et t; < +oosid=3.

e Sid =2, nous allons utiliser le lemme de Gronwall uniforme. D’aprés les estimations (I1.44)
et (I1.48), nous avons

3

ex; d Ke2n 2
S (Ait) + =A%,
i=1

< Ky (m@ (1+|Vel&) + |vc|iz) + Ks (yvmiz + |vcyigyw|52) |Acl?,.  (IL50)

En posant

3 £33
y(H) =3 A,

=1

a(t) = K1 (IVelfa(1 +[Velfs) + Vel
2Ks5¢e

b(t) = = (IValiz + IVeltalValie)

et en utilisant la proposition 1.2.3, la fonction y est positive et vérifie pour presque tout ¢t > 0

y'(t) < alt) + b()y(t).

D’apres les estimations (I1.10), (I1.13) et (I1.19), les fonctions y, a, b vérifient les hypotheéses
du lemme de Gronwall uniforme

t+1
/ y(s)ds < k2,
t
t+1
/ a(s)ds < k(1 + k) + K2,
t
t+1
/ b(s)ds < k? + ki,
t

ol on pose
ks =ky(1+EY) + k2 et ky=k? + ki, (I1.51)

avec k1 et ko définis respectivement par (I1.9) et (I1.20). Finalement, en appliquant le lemme
de Gronwall uniforme, il vient

y(t) < (max(y(0), k3) + ks)e™. (11.52)
D’autre part, on a
ey ey 2
y(0) <> QZ\AC?(O)]ig <> 5 1A = ks < too (I1.53)
=1 =1

car ¢’ € (H2(Q))3. D’apreés (I1.50), on déduit que
Al oy < K (1L54)

et
lc — m(c)|L2(07tf;H4) <K V0 <ty < +oo. (I1.55)
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e Dans le cas 3D, les estimations (I1.46) et (I1.49) impliquent

3

e d Kg E
Z 21% (|Acilf2) + }AQC}LQ < K1|Vel}> (1 +|Vel? ) + K| Acl?3. (I1.56)
=1
En posant
> €l
o) = 3 e
i=1

a(t) = K1|Ve|®, (1 + |vc|fz) :

et grace a la proposition 1.2.3, 'équation (I1.56) s’écrit

)+ Z = (A2 2, < a(t) + ky'L(0) (IL57)

2¢e
OUk_K2<E>

Grace aux propriétés de régularité (I1.1) sur les solutions faibles, la fonction a appartient a
L°°(0,s). Finalement, grace & un argument de comparaison sur les équations différentielles
ordinaires, on en déduit qu’il existe un temps ¢,; fini tel que y est bornée sur l'intervalle
[0, tas]. Par conséquent, (I1.57) implique que pour tout ty < tys

c € L0, t5; (H?)?) N LE,.(0,5; (HY)?).

4/ La fonction c est solution de (I.10), elle vérifie donc des estimations similaires & (I1.14). Par
conséquent, on en déduit que

dc

E € Ll20(:(07 tf; (L2(Q))3)7

et d’apres le théoréme d’Aubin-Lions-Simon (annexe B),
c € C7([0,4[; (F*(Q))?).

Ceci permet de conclure sur les propriétés de régularité (I1.37)-(I1.38) du théoréme.

Etape 2 : Unicité des solutions fortes

Grace a la régularité supplémentaire obtenue pour les solutions fortes, nous allons montrer
l'unicité des solutions pour d = 3 avec la mobilité vérifiant seulement les hypotheses (1.22)-(1.23).
1/ Nous reprenons la méme démarche que pour la preuve de 'unicité des solutions faibles. On
suppose qu'il existe deux solutions fortes (¢;, i) et (d;, v;) pour i = 1,2, 3 au probléme (1.10) avec
la méme donnée initiale. Prenons ¢ = ¢¥;(¢; — d;) comme fonction test dans (I1.27) et sommons

71



CHAPITRE II. THEOREMES D’EXISTENCE ET DE STABILITE

les équations sur i,

3

i (005 e ail.)

i=1

3
= —¢ Z/Q (Mo(c)Vp; — Mo(d)Vy) - V(e; — di) da
=1

3 3
= —67;_21 /Q Mo(d)V(,uZ — I/i) . V(Cl — dl) dr — E—:;/Q (Mo(C) — Mo(d)) V,uz . V(CZ — dl) dr
3
= 5; /Q Mo(d) (i — vi)A(e; — d;) dx
Uy
3
= / (i — )V Mo(d) - V(ci — dy) da
i=1

3 "
e;/Q(Mo(c)Mo(d))vui-V(cidi)dx.

Us
(IL.58)
L’estimation du terme U; est identique & (I1.30) faite dans la preuve du théoréme 1.2.7

1
Ur+ K2 A — d)lfz < K1 (1+[efiflelf + [dfif I/ ) [ — dffs.

2/ Estimation de U, :
Nous utilisons 'estimation (II1.31) sur U, obtenue pour d = 2

3
3
|Us| < 4M352Z|Ei|/Q|Vd||A(ci—di)||V(ci—di)|dx
=1

/

Uy

3
+12M32/ V|0, F(c) — 0,F(d)||V (ci — d)| da .
i=179

~~

"
U2

Pour estimer le terme U,, on utilise I'interpolation H' = [H2, L?]
vante

et 'inégalité d’Agmon sui-

N

11
el < Klelfzlelfs-

On obtient alors

1 1 1 3
U3 < K2Vd| |A(c — d)|12|V(c — d)| 12 < Ke*|Vd|2,| A2 e — d|2,|A(c — d)|2,.
Finalement, en appliquant l'inégalité de Young, il vient
KYe?
U3] < =5 1A(e — d)[f2 + Ko| Vi |A2d[7,|c — df.. (I1.59)
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Pour estimer le terme Ug, on utilise 'injection de H? dans L, les inégalités d’Agmon et
I'interpolation H' = [H2, L2]

o

K (1 [ef 2 +1dI7 ) Vdlgale - d] V(e — d)p
< K (1+]Ac/ ! + |Ad[E) [Vd] 2 ]e — d15 | Ale — d)[fye — 2 |Ade — )2
< +|Aclz” + [Adfiz " ) [Vd|j2|e — d|{[A(c — d){s]c — d|f,|Alc — d)|f,
3 5
K (1 + Al + ]Ad|£‘51) Vd| z]c — df,|Ale — d)| L.

Enfin, en appliquant 1’inégalité de Young, il vient

i KXe?
Uy < =2

8(r+1) 8(r+1) 9
|A(c — )\Lg + Kg,]Vd|L2 <1 +]Ac|;,?  +[Ad],? > lc —d|i.. (I1.60)

3/ Estimation de Us :
Nous utilisons I’hypothése (1.23) sur la mobilité pour avoir

3
03| 92/ Mo (c) — Mo(d)||Vjui| [V (c — )| da
i=1 Y&
3
< IDMi, [ o= dlIil|Vie )l da
=1

3
< EMgZ/Q lc — d||Vu|V(c — d)|de.
=1

3
En utilisant la définition de u; et en notant que Z V(c; — d;) =0, il vient
i=1

|Us| < KEQMg/\c—dHV(c— )|]VAc|dx+Zl2M3/\V8F (©)||c —d||V(c —d)|dz.

=1
L’hypotheése (1.20) implique
Us| < KEQ/ e — d[[V(c — d)||VAc| dz + K/ ID?F(c)||Velle - d||V(c — d)| de
Q Q

< Kelo = d| V(e = )|l VAl + K (14 [el i) [Velyzle = d] [V (e = d) .. (16D

Uy (Z
Le terme U, s’estime comme le terme U, dans (I1.60)
" KZE 8(r+1)
‘U3 INCE +K4|VC|L2 <1+ |Ac|,® >]c—d|i2. (11.62)

Pour estimer Ué, on utilise I'inégalité d’Agmon et 'inégalité suivante

1 1 1 1
VAcl2 < K|Acly < K|Ac|?,|Aclz, < K|AclZ,| A%,
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pour avoir
/ 5 1 3 1 1 1, L
Us| < Ke?e = dlfL | A(e = d)lfle — I, [A(e - d)laAcl, A7,
3 5 1 1
< Ketle —d|f]Ae — d) |, |Acl2, |A%cl2,.
Ensuite, on utilise une fois de plus 'inégalité de Young pour obtenir

Ks

/ 4 4
L] < =8 = ) + Ks|Ack, | A% fe - dI (IL.63)

4/ Unicité des solutions fortes pour d = 3 :
Nous introduisons

3 €
y(t) = Z 2Z lci — d;[7 2.
i=1

Grace a l’équation (I1.58) et aux estimations (I1.30), (I1.59), (I1.60), (I1.62) et (I1.63), on a
y'(t) < at)|e - dfs,

ou a est définie par

a(t) = Ky (1+ lefif el + AR dEs ) + 16 (17af[a%l},)

8 +1) 8(r+1)
+K3|Vd;;2(+|AcrL2 T |ad),,? )
l
+K4yvC\L2 (1+1AC\L2 )+K5 (Ac|L2|A2c|L2>. (I1.64)

Grace a la proposition 1.2.3, on déduit que y est une fonction positive et que

Gréce aux propriétés de régularité (I1.1) et (I1.37) des solutions c et d, la fonction a appartient
a L1(0,¢f). On conclut comme dans la preuve de I'unicité des solutions faibles en utilisant le lemme
de Gronwall. n

I1.3 Stabilité asymptotique des états métastables

En thermodynamique, les états d’équilibre métastables correspondent & des minimums locaux de
I’énergie [87]. Si une perturbation est appliquée au systéme en équilibre métastable, celui-ci va
évoluer vers un état d’équilibre stable correspondant & un minimum global de ’énergie.

Pour le probléme de Cahn-Hilliard, les états métastables correspondent & des compositions de
mélange w = (w1, w2, ws) tels que le potentiel de Cahn-Hilliard F est convexe au voisinage de ces
points. En effet, comme l’ajout d’une fonction affine & F' ne change pas les équations de Cahn-
Hilliard, on peut vérifier que la fonction constante, égale & w est un minimum de I’énergie de
Cahn-Hilliard fmph si F' est convexe au voisinage de w.

On s’intéresse ici & la stabilité asymptotique de ces solutions particuliéres du probléme (I.10).
Pour cela, nous avons besoin des hypothéses du théoréme II.2.1 sur ’existence et 1’unicité des
solutions fortes.
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Théoréme I1.3.2 (Stabilité asymptotique des états métastables)

Soit Q un ouvert de R? et w = (w1, wa,w3) € S donné. On suppose que les fonctions M
et F vérifient les hypothéses du théoréme 11.2.1. De plus, si pour tout © dans un voisinage
W de w dans S

3
(DzF(m) . 5,5) > 0, pour tout & € R? tel que Zfi =0 (I1.65)
i=1

alors la solution stationnaire de (1.10) donnée par ¢ = w est asymptotiquement stable.
Plus précisément, pour tout § > 0 assez petit, et pour toutes données initiales c dans
(H2(Q))3 NHE(Q) satisfaisant

}09 - m(C?)\Hz <4 pouri=1,2,3, (I1.66)
m(c) = w; pour i =1,2,3, (I1.67)
il existe une unique solution forte globale sur R™ du probleme (1.10) qui vérifie

€ — €100 (0,00512) < 1(0) pouri=1,2,3 (I1.68)

ot h est une fonction continue & valeurs positives telle que h(0) = 0.
De plus, si § est assez petit,

c(t) — c™ tend vers zéro dans H® pour tout 0 < s < 2 quand t tend vers +oo.

Dans la preuve, nous allons, tout d’abord, étudier un probléme approché telle que la solution
forte obtenue vérifie (I1.68). Grace a cette propriété, on montre que cette solution est, en fait, la
solution forte du probléme initial (I.10). De plus, en dimension 3, on prouve que cette solution est
globale contrairement au cas générique. Enfin, nous concluons sur le comportement asymptotique
des états métastables.

Preuve.

Etape 1 : Probléme approché
Soit a > 0 tel que
So=[wi —aswi +a] X [we —aywe+a] X [ws —asws+a]NS CW. (I1.69)
On peut construire une fonction F* de classe C? telle que
FY(w) =0, DF*w)=0,

D?F¥(z) = D*F(x) si & € S,
3
(DZF“’(:I:) -5,5) > 0, pour tout £ € R3 tel que Zﬁi =0,six ¢S,
i=1
D3F* est bornée sur R.

La fonction F“, ainsi construite, vérifie les hypothéses (I1.18), (I.19), (1.20), (I1.21) et (I1.36). De la
méme maniére, on définit une fonction My“ de classe C! satisfaisant les hypothéses (1.22), (1.23)

vérifiées par My et telle que
MOW(CB) = Mo(m) Y € S,.
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On peut alors appliquer le théoréme I1.2.1 avec F' = F“ et My = My“ et obtenir I'existence
d’une solution forte c* au probléme modifié.

Etape 2 : ¢ est solution forte du probléme initial (I.10) pour d = 2
Comme Z — ;) = 0 pour tout « € S alors la convexité de F“ selon S entraine

0=FYw)>F“(x)+ DF“(x) - (w— ), pour tout € S. (I1.70)

Prenons ¢ — m(cy) comme fonction test dans les équations (II.4) pour i = 1,2,3
43
et —miee) = [ G wertaer [ 515 (5 @) - o) ) (@ - mie)

D’autre part, en remarquant que m(c; —m(c¥)) = 0 pour ¢ = 1,2, 3, il vient

w w

(i, e —m(c)) = (i —m(us), ¢f —m(cy))
< i = m(p)|i2le —m(ef)|p 2
< Klpf —m(uf) g lef —m(ed)|m
< KV |2 Ver |

(IL.71)

3
En sommant ensuite les équations sur i et en remarquant que g (¢ —=m(cf)) = 0, on obtient
i=1

3

Z (ui’, ci —m(c / Z Zey; Ve P dr + Z / QiF“(c?) - (¢f —m(cy)) de.  (I1.72)

i=1

Comme m(c¢¥) = w;, les équations (I1.70), (I1.71) et (II.72) entrainent
2.3 12 >
/QZ ZaEi Ve | dr + — /Q F¥(c¥)dz < KZ Vg1 21Ver |2
i=1 i=1
On utilise alors 'inégalité de Young et la proposition 1.2.3, pour obtenir
/ 23: X0 e d + 12/ F(c®) dr < 23: K
o= 8 ! e Ja T ek

D’apres les équations (I1.7) et (I1.73), il existe une constante v qui dépend de ¢, X, M, X; telle
que

i (X

Y17, (11.73)

o 12
SN\ G2 dy 4 22 / Fw(cW)dx)
8 13 Q

3
—i—’y/ — V¢! dx—i—/F‘“c“’ dr ] <0
([ X5 watas 2 [ re

Grace a l'inégalité précédente et la proposition 1.2.3, en posant

yw(t):/g [Z 3ed; ‘v W|2 2 w(cw)] dz,

=1
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il vient
Yo (t) + 1y (t) <0, V€ [0,t].

Ainsi, on obtient
Yo(t) < ey, (0), Vit [0,t4].

En utilisant 'hypothese (I1.67) et la propriété de convexité (I1.70) de F“, le terme y,,(0) est controlé
par

/Q [Z 322 Ve (0)2 +12F“’(c‘”(0))] dx

i=1

9
2 3y,
g/z LV |2das+/DF°" (c” —m(c®)) dz. (I1.74)
25— 8

L’hypothése (I.19) sur les dérivées premiéres de F*“ entraine

3
3ed; _
Yo(0) <Y E8 VR, +— |c —m(c?)|,» (1 +c° in)
i=1

3
3ey; K 1
ggjglw@;+;w_m@wwﬁ+¢%;)

On redéfinit I’expression de k; donnée dans ’équation (I1.9) par

3

k:l:Z

i=1

O\Lz —i——}cO — m(co)‘L2 <1 + ‘co g;l) . (I1.75)

On aura besoin, dans la suite, de cette nouvelle définition de k1. Grace aux propriétés de régularité
(IL.1) et (I1.37), k1 tend vers zéro quand ‘co - W‘H1 tend vers zéro et on a
Yo (t) < e Ty (0) < kre "
On utilise ensuite les estimations obtenues pour les solutions fortes. Ainsi, grace a (I1.52) et

(I1.53), on a
23: ey

=1

P72 < (max(ks, k3) + ks)e* = ks, (IL.76)

ou les coefficients ks, k3, k4, définis par (I1.20) et (II.51), ne dépendent que de k; et le coefficient
ks défini par (I1.53) tend vers zéro quand |c) — wi’HQ tend vers zéro.

Par conséquent, en utilisant (II1.76) et les propriétés de régularité du Laplacien, il existe une
fonction h : RT — R* continue, vérifiant 1(0) = 0, telle que pour tout § > 0, si

|c? — m(c?)] |c? — w|H2 <4, (I1.77)

H2 —

on a

(1) — wlye < R(S), ¥t > 0. (IL.78)

D’aprés la régularité des solutions fortes (I1.37), la fonction ¢ appartient a C°([0, 4+-oc[; (H?(£2))?),
elle est donc continue en temps et en espace. Ainsi, si § est suffisament petit dans (I1.77), on a

|c¥(t, ) —w| < a, VY(t,x) € [0,+o0[xQ. (I1.79)
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Finalement, d’aprés la définition de la fonction My* et en utilisant (I1.79), il vient
Mg (c“(t,x)) = Mo(c“(t,x)), Y(t,x) € [0, +oo[x.
D’apres la construction de F“, on a en particulier
D?F¥(c¥) = D?F(c®) sic¥ € S,.
Ainsi, grace a (I1.79), on obtient

F?(c*)=F(c”) — F(w) — DF(w) - (¢ —w),

3
puisque Z (¢ — w;) = 0. Dans les équations (1.10), F n’intervient que dans les termes Vp;. Par
=1

conséquent, I’'ajout d’une fonction affine & F' ne change pas la solution. On en déduit que c“ est
solution forte du probléme initial (I.10) avec le potentiel F' et la mobilité M.

Etape 3 : c* est solution forte globale du probléme initial pour d = 3

Dans le cas de la dimension 3, 'estimation d’énergie est la méme que dans ’étape 2. Ainsi, k;
est défini par (I1.75) et tend vers zéro quand ‘CO — w‘Hl tend vers zéro.

Pour prouver I'existence globale de la solution forte, on utilise ’estimation (I1.57) obtenue pour
d = 3 qui peut s’écrire grace aux propriétés du Laplacien

YL () + Tyu(t) < a(t) + kyl (t)y. (t)
°L ey,
ou y, = Z 5 ! |Ac‘i"\iz et 7 est une constante qui dépend que de ¢, X; et X.
i=1
Choisissons ¢ > 0 suffisament petit pour que si ‘CO — w‘HQ < ¢ alors on a

Ryl (0) < 2.

Comme les solutions fortes sont continues en temps, il existe un temps t; > 0 tel que pour tout

0<t<t,ona
kylo(t) <. (11.80)

Soit t,, le temps maximal pour lequel cette propriété reste vraie. Sur l'intervalle [0, ¢,,[, il vient
Yl (t) + Ty (t) < a(t) + Ty (t)

c’est-a-dire
Yo, (t) < a”(1).

D’apres U'estimation (II.10), la fonction

a”(t) = K1|Vc“’|gz (1 + |Vc“’|€2>

t+1
/ a“(s)ds < kr,
t

ou k7 dépend de k1. Ainsi, on obtient en utilisant le lemme de Gronwall uniforme

vérifie

Yo(t) < kr+y(0) = kr 4+ ks = ko, VO <t <ty.
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D’aprés les propriétés de régularité des solutions faibles et fortes, kg tend vers zéro lorsque ‘co —w ‘H2
tend vers zéro. Il existe § assez petit tel que si

‘co —w‘HQ <d

alors on a )

kg < (i)ﬁ

kylo(t) < g VO <t <t

Par conséquent, on obtient

Finalement, grace & la continuité en temps de y et & la maximalité de ¢,,, on conclut que ¢, = +oo.
Ainsi, il existe une unique solution forte globale c¢“ au probléme modifié vérifiant, de plus,

yw(t) < k97 vt >0

ce qui entraine
w

e — c0|Lw(07w;H2) < h(6). (I1.81)

On conclut ensuite comme dans ’étape précédente.

Etape 4 : Comportement asymptotique

Afin de simplifier les notations, c* est notée ¢ dans la suite de la preuve.
D’aprés les équations (I.10), on peut écrire la formulation variationnelle suivante

d M,
Vo € ng it (ci —wi, ) = —/Q ;‘C) Vi - Veodx

= —38/ Ac;VMy(c) - Veodr — 35/ My(c)Ac;Ap dx
4 Ja 4 Ja

4] 1
- ng /Q Mo(c);zj(v(aiF(c)—ajF(c)) -w) dz.

Prenons ¢ = e¥;(¢; — w;) dans les équations. En sommant les équations sur ¢ et en utilisant le fait

3
que Z(Cl — w;) = 0, on obtient
i=1

3

3 3
ey d 3
> 21@@ —wilfa + :ZEQEZ-MIIACZ-EQ +) j12M1/ D?F(c)d;c - d;c dx
=1 =1 i=1 @

3
3
<> 452Zi/§2|DMo(c)|]Aci|]Vc|2dx. (11.82)
=1

Comme D?F est positive sur S,, on obtient

3 3 3
ey d 2 3 2 3 2
3 Qzalci_w”LQ_'—E Z5221-Ml|Acz-le <> ZEQEiIDMo(C)IOOIACzILzIVC|L4-

On utilise ensuite I'injection de H' C L* en dimension deux et trois et les propriétés de régularité
du Laplacien pour estimer le terme |Vc|; 4

1 1
Vel < K|Ve|g < Kle —m(c)|y: < Klc— m(c)|12{2|Ac|E2.
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Finalement, en utilisant ’hypothése (I1.67) sur m(c) et les équations (I1.66), (I1.78) et (I1.81), il
vient

3

3 3
ey; d 3 3
Z 5 . %\cl — wilig + Z ZE2EiM1|ACi|i2 < Z ZEQEng\Aci]iz lc —m(c)]yp2
i=1 i=1 i=1

3
3
é Z 16221'M3‘Aci|1242 |C — w|H2

i=1

3
3
<3 LEEM(h() + 8)|Acii
i=1

M
Si on choisit ¢ assez petit pour que M3(h(d) + ) < 71, on a
3

3
621 d 2 3 9 ]M1 9
Z —|ei —wilf2 + Z —e“%;—|Agli2 <0.
P 2 dt — 4 2

En utilisant une fois de plus les propriétés de régularité de I'opérateur Laplacien, on en déduit qu’il
existe une constante 3 > 0 telle que

lei(t) — wilfs < Ke Pt

Par conséquent, c(t) — w tend vers zéro dans L?(f2) quand ¢ tend vers l'infini. De plus, comme
¢ — w appartient & L°(RT;H2(Q)), on en déduit par interpolation que c(t) — w tend vers zéro
exponentiellement dans H*(Q2), pour tout 0 < s < 2, quand ¢ tend vers 'infini. [
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Chapitre 111

Schémas numeériques et propriétés du
modeéle discret

Ce chapitre est dédié aux schémas numériques utilisés dans les applications présentées dans le cha-
pitre IV, pour la résolution du probléme de Cahn-Hilliard /Navier-Stokes anisotherme. On s’attache
en particulier & vérifier que le modéle discret satisfait des propriétés analogues a celles du probléme
continu.

Rappelons les équations du modéle :

dc; M,
équations de Cahn-Hilliard % +u-Ve; =V - < ZOVM) , pour i=1,2.3 (IIL.1)
i
3
wi = fF(c) - ZEEiACi, pour i=1,2;3 (I11.2)
équations de Navier-Stokes V-u=0, (I11.3)

3
ou
0 <8t +u- Vu> =V-(2nD(u)) — Vp+ Zuivci + og, (I11.4)

i=1
T
équation du bilan d’énergie oc, <88t +u- VT> =V.-(AVT). (IIL.5)
ou on note
4% 1
0= (g @r@ - ore)). ()
g#i N

et D(u) = %(Vu + Vu'). On rappelle que les paramétres physiques (o, 1, ¢p, A) dépendent des
paramétres d’ordre, ainsi que la mobilité. De plus, le modéle de Cahn-Hilliard a été construit
afin d’assurer que la somme des paramétres d’ordre vaut 1 & tout instant et en tout point. Par
conséquent, les équations (I11.1)-(II1.2) vérifiées par exemple par (c3, i13), peuvent étre remplacées
par

Y3 Y3
. _ 30\ 1.
3 c1—c2, p3 <21M1 + o M2> (ITL.7)

Numeériquement, seules les équations de Cahn-Hilliard vérifiées par (c1, p1, co, pi2) sont résolues.
Soient ' = T4 UT%, I' =T% UTFUTY et I' = T UTY des partitions réguliéres de T'. Les
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conditions aux limites associées aux équations précédentes sont

ci =c¢p et MgV -n=0, sur I', (I11.8)
Vei-n=0et MoV -n =0, sur I'Y, (I11.9)
u=1up, sur I'}, (I11.10)

u-n=0et (2nD(u)n —pn)-t =0, sur I'} (ITI.11)
2nD(u)n —pn =0, sur I'* (IT1.12)
T =Tp, sur I'D (I11.13)

VT -n=0, sur T} (IT1.14)

ou les grandeurs (¢;p,up,Tp) sont données.

Les conditions de Dirichlet pour les paramétres d’ordre seront utilisées pour assurer la création
d’un train de bulles dans le paragraphe IV.4.2 et n’ont pas été traitées dans les études des chapitres
IetIL

Enfin,4¢t=0, on a

u=u’,
3
ci = ¢ tels que Z =1, (IT1.15)
i=1
T=T1",

ot (u®, Y, 9,3, T°) sont donnés.

Nous prenons des discrétisations spatiales et temporelles telles que le probleme discret vérifie des
propriétés similaires & celles du probléme continu que nous rappelons dans la proposition suivante.

Proposition I11.0.1
Si (¢, b, u, p) vérifient (111.1)-(I111.4) ainsi que les conditions au bord (I11.8)-(II1.12) alors

1. simes(I'*) =0 et up = 0 alors le volume de chaque phase est conservé au cours du
temps

d
dt/ﬂqdszpourizl,Q,&

2.s5icteS= {(01,02,03) €ER3, ci4+cp+e3= 1} alors c(t) € S pour tout t > 0,

3. si u=0, l’énergie libre fmph vérifie

Moy
S — Z AR

Pour vérifier la deuxiéme propriété, nous montrerons que le probléme discret écrit sous la forme
d’un systéme de Cahn-Hilliard vérifié par (c1, i1, c2, u2) et d’une équation similaire a (II1.7) est
équivalent au probléme de Cahn-Hilliard vérifié par (¢, p1, ¢2, f2, €3, p3). Comme les systémes sont
équivalents, nous utiliserons ’un ou l'autre pour montrer les propriétés du schéma discret.

Nous utilisons une semi-discrétisation en temps pour découpler les problémes de Cahn-Hilliard
et de Navier-Stokes dans un pas de temps. Nous nous concentrons plus particuliérement sur la
fagon de discrétiser en temps les termes non-linéaires dans les équations (III.2). Ceci intervient de
fagon cruciale dans 1’établissement de 1’estimation de I’énergie discréte.

Pour la discrétisation spatiale, nous utilisons une méthode des éléments finis. Des contraintes
apparaissent sur le choix des éléments d’approximation des inconnues pour que le modéle discret
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vérifie des propriétés analogues aux deux premiéres de la proposition III1.0.1. En particulier, nous
prenons le méme élément pour approcher les parameétres d’ordre et la pression.

La conservation du volume des phases est liée aussi & la contrainte d’incompressibilité. Nous
proposons différentes méthodes de résolution des équations de Navier-Stokes : la méthode du La-
grangien augmenté [45], la méthode de projection incrémentale [54] et une méthode de pénalité-
projection [64]. Nous donnons un exemple pour montrer 'impact des différentes méthodes sur la
conservation du volume des phases.

Pour illuster ces résultats, nous prenons comme exemple ’étalement d’une lentille entre deux
phases stratifiées et la montée d’une bulle dans un liquide. Des études plus détaillées sur ces
exemples sont données dans le chapitre IV. De plus, nous regardons l'influence de quelques para-
métres comme la mobilité ou I’épaisseur d’interface.

L’implémentation numérique a été faite a 'aide de la plate-forme PELICANS!, développée a
I'TRSN, basée sur une conception orientée objet [88].

Tous les paramétres physiques et numériques des résultats présentés dans ce chapitre sont
rassemblés dans ’annexe F.

Dans le premier paragraphe, on s’intéresse a la discrétisation en temps et en espace des équations
de Cahn-Hilliard seules. Nous proposons différentes discrétisations en temps pour les termes non-
linéaires afin d’avoir l'estimation de 1’énergie discréte et d’en déduire D’existence et l'unicité de
la solution approchée dans certains cas. Le deuxiéme paragraphe est dédié a la discrétisation du
probléme couplé de Cahn-Hilliard /Navier-Stokes anisotherme. Dans le troisiéme paragraphe, nous
détaillons les méthodes de résolution utilisées dans la suite. Enfin, dans le dernier paragraphe,
nous étudions l'influence de quelques paramétres : la régularisation des paramétres physiques, la
mobilité, le pas de maillage et I’épaisseur d’interface.

IT1.1 Discrétisation du probléme de Cahn-Hilliard et estimation
d’énergie

Nous présentons tout d’abord les discrétisations temporelles et spatiales du probléme de Cahn-
Hilliard. On étudie ensuite I’estimation de I’énergie pour les potentiels de Cahn-Hilliard F' = Fj et
F = Fjp. Grace a un théoréme reposant sur la théorie du degré topologique en dimension finie,
cette estimation permet de montrer ’existence de la solution discréte.

La discrétisation du modeéle de Cahn-Hilliard /Navier-Stokes couplé sera donnée dans le para-
graphe II1.2.

II1.1.1 Discrétisation en temps

L’intervalle de temps [0;¢f] est discrétisé réguliérement avec un pas de temps fixé A¢. On note
" = c(t") = c(t + nAt).

La dérivée temporelle dans 1’équation (III.1) est approchée avec un schéma d’Euler implicite
d’ordre 1. Dans ’équation (III.1), la mobilité peut dépendre des paramétres d’ordre. Dans ce cas,
elle peut étre discrétisée de maniére explicite My™ = My(c™) ou implicite M = My(c"t!). La
premiére discrétisation a été le plus souvent choisie car elle est moins cotiteuse en temps calcul que
la seconde. En effet, nous résolvons le probléme de Cahn-Hilliard par un algorithme de Newton
(§I11.3.1) : en explicitant la mobilité, les termes contenant celle-ci ne sont pas assemblés a chaque
itération de l’algorithme. Par contre, la discrétisation implicite de la mobilité a 'avantage d’étre
plus précise et sera utilisée s’il y a de forts changements topologiques des interfaces en un court
instant. Pour les termes non-linéaires dans (II1.2), différentes discrétisations sont étudiées dans les

!Plateforme Evolutive de LIbrairies de Composants pour I’Analyse Numeérique et Statistique
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paragraphes II1.1.3 et II1.1.4 ou on établit I'estimation de 1’énergie pour différents potentiels de
Cahn-Hilliard. Les discrétisations envisagées sont soit implicites, soit semi-implicites.
Les équations discrétisées en temps sont

n+1 n y4

ntl M

S "G pynvetl= v (Zf’vw“) , pour i = {1,2},
1

At ' (I11.16)

3
M?H = D;(c"t ) — ZaEiAc?H, pour i = {1,2}

4% 1
oufl=noun-+1et Di(anrl7 Cn) = =T (E (di(cn+1, Cn) — dj(CnJrl,Cn))) . Les fonctions dz
g#i N

oF
érifient d; = :
vérifient d;(x, ) ac, ()
On pose ensuite
n+1 n+1 n+1 n+1 1 n+1 1 n+1
cs =1—=c"" =y, pyT = =3 o+ oy . (I11.17)
P 3o
Les conditions au bord associées sont
A =cip et MoVt - n =0, sur IS, (T11.18)
Vet n=0et MoVp!t - n =0, sur T (I11.19)

Les termes non-linéaires D; dans (I11.16) peuvent dépendre seulement de ¢! si on considére
par exemple une discrétisation implicite définie par

4% 1
DZ'(C”—H,Cn) — fZF(Cn+1) — *eT <E (@'F(Cn'H) o 6jF(Cn+1))> )
© A N
Par contre, cette discrétisation ne permet pas d’établir 'estimation d’énergie (§III.1.3) mais sera
utilisée dans la plupart des exemples numériques du chapitre.
Cette discrétisation en temps permet de vérifier, comme pour le probléme continu (proposition

I11.0.1), que le volume de chaque phase est conservé a chaque pas de temps. De plus, on montre
aisément que le probléme (I11.16)-(I11.17) est équivalent au probléme suivant pour i = 1,2,3

il en

M
) ) n n+l _ . 0 n+1
¢ +u" - Ve, \Y (&‘ \Y >,

3
#?4—1 — Di(cn—I—l?Cn) _ ZEEiACZ-H_I,
4% 1
o Di(cn+17 Cn) = L <2 (di(cn+l7 Cn) - dj (Cn+17 Cn))) :
€ A N
I11.1.2 Discrétisation en espace
D’apres les conditions au bord (II1.8)-(II1.9), on introduit les espaces suivants

Vi ={v% e H(Q) | v = ¢ip sur TG}
V= {1 e Q)| v°=0sur '}
Vi = (' € H'(Q)}.
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La formulation variationnelle du probléme (III1.16) s’écrit :
Trouver (¢, eyt pith uh ™ty € VG x V& x (VM)? tel que Vvt € VH, Vot e V°

At en
/ 1Tt1y“ dr = —/ 0 Vit vk de,
Q

3
/u’f“ycdx:/Dl(c”H,c”)Vcd:E—i—/ 1215Vc71‘+1~V1/0dx,
Q Q Q

e (I11.20)
/ 2 "% gy = —/ 0 Vst vk de,
Q P

/u§+1ycd:1:—/DQ(C"H,C")VCdx—i—/ 322€Vc”+1 Vvedz,
Q Q Q

Comme les paramétres d’ordre vérifient des conditions de Dirichlet non homogénes sur le bord

I'Yy, on utilise un relévement. Les nouvelles inconnues sont définies par gt = c”+1 — ¢;p avec
¢pD € VCZ.

On introduit V} et Vﬁ des espaces éléments finis approchant respectivement V¢ et V¥, obtenus
a partir d’une triangulation réguliére de 2, notée 7". En utilisant le relévement, I’approximation
de Galerkin du probléme variationnel (II1.20) précédent s’écrit alors :

Trouver (¢, e " ,u’f,jl,ug:l) IS (Vﬁ)2 X (V,’j)2 tel que Vv, € V', Y} € Vj,

/clhnﬂ_clh vWdr = —/ MOhV ”H -V da
A 0 o h O

Vh
n+1. ¢ n+1 7\, C 3 —n+1 c 3 c
“1h v dr = D1 ,Cp)Vy dx + ZEﬁVclh -V dx + ZEﬁVcwh -Vuy dz,
Q Q
n+1 _ MZ
/ Cop"" = Cap" v de = —/ ZOh Vst - vl dz,
2

v,
n+1, ¢ n+1 3 —n—+1 c 3 c
/‘zh vy, dr = DQ ,Cp)Vy dx + ZEQEVCQ}L -V, dz + ZZﬁVCQDh -V, du.
Q Q
(T11.21)
En faisant intervenir les bases éléments finis

Vi =vect{vf | 1 <I <N et V' =vect{v) |1<T<NH},

le probléme (IT1.21) peut alors étre reformulé sous la forme du probléme non linéaire suivant :
Trouver [C7, CoH M My € (RV)2 x (RM")? tel que

R;Ll (Cn+1 CTL+1 Mn+1 Mn+1
RO, Oy M Mg+
Rez(CH cptt Mt vt
c2 n+1 n+1 n+1 n+1
RE(CYT, Cy M, M

)

)

I

0
0
0
0

)
)
)
) =0,

ou les inconnues C”'H et M"+1 sont les vecteurs respectifs des composantes de c"Jrl et u?h'H dans

les bases de Vy et V“ Les fonctlons non linéaires R et R & valeurs respectlvement dans RV et
RN sont données comme suit
vl < I < NH,

. et — et M
Rﬂz :/waﬁdx—i_/ﬂ ZOthn+1 VI/?dLU,
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V1< I<Ne¢
Ry :/u?hﬂu‘fd:r—/D ntl emvé da

3
/ S eVe" Vs da — / —%eVepy - Vvjde.
ol ol

Remarque I11.1.2

Dans la suite, nous écrirons les équations en utilisant cjj plutét que ;" en remarquant
en particulier que c”'H —cy €V,

On pose

by by
=1t -t - (St S, (1122

On montre que le probléme (I11.21)-(II1.22) est équivalent au probléme suivant pour i = 1,2,3
Vi e Vi Yoy € Vi,

Cthrl ~ Cih Mg, +1
/QZAth,’fda: = —/ > =Vl -Vl de,

(I11.23)
n+1 cd D d 32 n+1 c
ulh v, dr = LeMvs de + eVe, -V, dz.
o4

On utilisera les deux formulations dans la suite pour montrer les propriétés du schéma.
Enfin comme 1 € V/', il est clair que pour i =1,2,3

vl _en
/ “th g = Q.
Q At

I11.1.3 Estimation d’énergie pour F = [

On s’intéresse maintenant & 1’estimation de 1’énergie pour le probléme de Cahn-Hilliard discret avec
F = F,.
Pour le probléme continu, nous avons vu dans le chapitre I que 1’énergie libre vérifie

3
d _triph Moy 2
i Se —_;/ﬂ&fvﬂz’ dx.

La discrétisation des termes non-linéaires dans les équations de Cahn-Hilliard joue un réle important
pour ’établissement de I’estimation d’énergie. Une discrétisation naturelle est celle implicite définie
pour ¢ = 1,2

Al en M¢
vl e Vi, / mTtlhu}’f dr = —/ EOh Vit - vl dz,
Q

\ (II1.24)
Yy € Vg, /ufhﬂyﬁd:c—/fl g da:+/Q4E eVt Vg da,

ou

e =Y (5 @re™ - o))

e
JF#i
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et (i, pgit) vérifient les équations (I11.22). On aici D;(c) ™, c}) = fF(c)*!). Par contre, cette
discrétisation ne permet pas d’assurer ’estimation de 1’énergie, ni méme ’existence de la solution
discréte. D’ailleurs, lorsque ’estimation n’est pas vérifiée, nous avons observé numériquement que
si un des coefficients ¥; est négatif alors l'algorithme de Newton pour résoudre le systéme de Cahn-
Hilliard ne converge pas lors de I'apparition des points triples. Ceci est vraissemblablement da au
fait que la solution du probléme discret n’existe pas.

Pour le probléme diphasique (1.2), Eyre [41, 42| propose une autre discrétisation en temps afin
d’avoir une estimation d’énergie et d’en déduire I'existence et 'unicité de la solution discréte. Pour
cela, il décompose F' en partie convexe F'* et concave F'~ comme suit

22(1-xz)* = <x - ;>4+ 116<1 —2(2x — 1)2> :

-~ -~

Ft+ F-

En implicitant la dérivée de F'™ et en explicitant celle de F'~ dans les équations (1.2), estimation
de I’énergie discréte s’écrit
B (1) _ gdivh (o) | Ay /Q M| V1P do < 0.
Nous allons nous inspirer de cette méthode, pour le probléme de Cahn-Hilliard triphasique avec
F = F,.

On a vu précédemment que le systéme (I11.21)-(IT1.22) est équivalent au systéme de Cahn-
Hilliard (II1.23) pour i = 1,2, 3. Nous utiliserons les deux formulations dans la suite.

IT1.1.3.a Décomposition convexe/concave

Lorsque tous les coefficients 3J; sont positifs, nous avons vu dans le chapitre I que le probléme (I1.10)
est bien posé en prenant F = Fj défini par
by by by
Fy(c) = ?lc%(l —a)?+ 7205(1 —e)?+ ?305(1 —3)?, Ve eS.
Par analogie avec le probléme diphasique, si les coefficients ¥; sont positifs, Fy se décompose
en partie convexe et concave de la maniére suivante

) N\ N\ n\*
FJ(C):;(01—2> +22(62—2> +23<63—2> y

Dans les équations (I.10), les dérivées partielles de F sont prises au temps t"™! pour la partie
convexe et au temps t" pour la partie concave. Ainsi, en notant que c?hﬂ = " + cipn les
équations discrétisées sont pour ¢ = 1,2,3

V(U;:, Vi) € V;LL x Vi

At en M
ih ih 1 _ Oh n+1 yn
2 WMylde = — | =2Vt - Vg dx
/Q At h /Q > Hin h

] (I11.25)
/Qﬂ?hﬂ’/ﬁ dr = /QDi(CZH,CZ)Vﬁ dx + /Q ZEZ'EVC?}:_l - Vi dz,
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avec
Dilejtt ep) = £V (et + £ ()
= @?T 2. (E] (3 F+( n+1) 0. F—i—( n+l))>
+ > (5 @i e - 0,55 eh)).

Ecrivons maintenant l'estimation de ’énergie discréte. On a, d’une part, par définition

riph/ n riph/ n 12 n n
) = PR = [ 2 (Rale™) = Fo(ep) da

/Z —Ye |Vc"+1 ]Vc?hIQ) dz. (111.26)

n+l n
D’autre part, en prenant v} = ! et v = %Aitm dans (IT1.25), il vient pour i = 1,2, 3
n+1 n
L M}
/Qcm N Cih N1+1d$—_/ﬂ Oh‘v n+1‘ dz,
n+1 n 43 7H-1 —
/Iuthrl ih / T Z( aFJr n+1) O F+( n+1))) th ih dx
i At
Q %
JFi
I11.27)
4ZT _ Gl _en (
JF#i

3 vl ch,
Cyevettl vy Zih  Tiho ) g
+/Q4 i€V, ( AL xT.

On remarque que

Ve (et = ) = o ([t = Vel + Ve = vei[*).

l\’)\r—t

3
En sommant les équations sur 7 et en notant que Z el —c},) = 0, on obtient alors

i=1

AtZ/ Oh‘v n+1‘ dr =
/ZaFO ) "'H Cih m—/zaFO cp) "+1 — cjf) da

—s/ZE \vc"“ — Ve dm—e/ZE Vet — Vc?h}Qdm. (I11.28)
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En sommant ensuite les équations (I11.26) et (II1.28), il vient

frlph( n+l) f-trlph n —i—AtZ/ 0h|v n+l| dr =

—/ *EZZ ‘VCH—H Vc?h‘Qd:L'

(II1.29)
12 mn n n n
+— A [FF (™) — Ff (ef) = VES (et - (ept! — ¢f) ] da
12 _ n — n — n n n
+ ~ ) [FO (ch+1) — F, (cp) — VF; (cp) - (ch'H — ch)] dx.

D’aprés les propriétés géométriques des fonctions convexes et concaves et la proposition 1.2.3, tous
les termes du membre de droite sont négatifs. On a donc I’estimation d’énergie discréte suivante

Fy M (ept) - 5t e +AtZ / “hm far<o. (IT130)

Nous comparons numériquement la discrétisation en temps définie par (II11.24) avec F' = Fy,
notée IMPL-Fj et celle définie par (II.25), notée SEMI-IMPL-Fj. On s’intéresse au passage d’une
bulle & travers une interface liquide/liquide. Nous avons choisi cette application ou on résout les
équations couplées Cahn-Hilliard /Navier-Stokes car c’est lors de ’apparition de points triples que
nous avons observé des problémes de convergence de l'algorithme de Newton (pour la résolution
du systéme de Cahn-Hilliard) qui sont & l’origine de ce travail.

Le domaine de calcul (en m) est [0;8.4 1073] x [0;6.3 1072] (géométrie 3D axisymétrique) et
le rayon de la bulle vaut 7, = 4.2 1073 m. Nous faisons varier le pas de temps (At = 1073,107%)
et nous comparons les résultats & deux instants différents. Sur la figure II1.1, nous remarquons que
pour At = 1073, la discrétisation SEMI-IMPL-F} introduit une forte erreur en temps par rapport
a celle implicite. Cette erreur diminue lorsque nous prenons At = 10~

Finalement, la discrétisation SEMI-IMPL-Fy assure l'estimation de 1’énergie discréte mais né-
cessite de prendre des pas de temps beaucoup plus faibles que pour la discrétisation IMPL-Fyy qui
sera, utilisée en pratique. De plus, nous n’avons pas observé de problémes de convergence de 1’al-
gorithme de Newton avec la discrétisation IMPL-Fy lorsque tous les coefficients ¥; sont positifs ce
qui n’est pas le cas si F' = Fy o (§IIL.1.4).

II1.1.3.b Existence et unicité de la solution discréte

Nous allons montrer l'existence de la solution du probléme (II1.25) en utilisant ’estimation de
Pénergie discréte (I11.30) et le théoréme suivant qui est une application de la théorie du degré
topologique en dimension finie [33].

Théoréme 111.1.3

Soit W un espace vectoriel de dimension finie sur R et g une fonction continue de W
vers W. On suppose qu’il existe une fonction continue h de W x [0;1] dans W vérifiant

1. h(-,1) =g et h(-,0) est une fonction affine,
2. AR > 0 tel que V(w,d) € W x [0;1], si h(w,d) = 0 alors |w|y, # R,
3. Uéquation h(w,0) = 0 a une solution w € W telle que |w|y, < R,

alors il existe au moins une solution w € W telle que g(w) = 0 et |wl|y, < R.
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At =103 At =104

IMPL-F, SEMI-IMPL-F;, IMPL-Fy SEMI-IMPL- Fy

At =103 At =10

IMPL-Fy SEMI-IMPL-Fj IMPL-Fy SEMI-IMPL-Fj

Fia. III.1 — Comparaison des discrétisations en temps IMPL-F; et SEMI-IMPL-Fy avec F' = Fj
pour différents pas de temps At =1073,10"% a ¢t =0.08s et t = 0.2

On définit sur RV et RY" les normes suivantes [39]
VC € RY",|Clye = [en]ye et VM € RY" M|, = |y

ot C et M sont les vecteurs respectifs des composantes de ¢, et p, dans les bases V5. et VI
On pose W = RV x RV x RN" x RV et on définit la norme sur W pour w = (Cy, Co, M1, M>)
par

wlly = |C1l3e + Calpe + M [} + [Mal3,, (I11.31)
= [ethl e + [@nlye + [anlon + |12nlon

avec
Ve={v°c HY(Q) | v° =0 sur I'§},
Vi = [ e HY(Q)},

auxquels on associe la norme H'.
On considére le probléme discrétisé en temps (II1.25). On introduit alors la fonction A comme
suit
h:W x[0;1] - W
w = (Cl, CQ, Ml, MQ, 5) — (R'gl N Rgl 5 'R,gm, Rgz)
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ou +1
Ui n
M¢
R = / %uy dz +/ SOh gL Ut pour 1 < T < NP,
Q Q
R = [ uitvide— [ 5 (5 e+ 17 ) vias
3
/ 4216Vc"+1 Vvfdx,pour 1 < T < N€
Q
ot — o, Mg 1
RET :/ %ley dx—l—/ T%Vug,j -V dz,pour 1 < T < N¥,
Q Q 22
ot
R = [ utvide = [ 5 (5 e+ £ (e vias
3 n+1 c
/ 4225V02 -Vvidz,pour 1 <1 < N°.
Q
+ 43
ol fz‘FO (Cz—i-l) _ T <E (8 F-i—( n+1) 0. F-i—( n+1)))
4% ] 7 1 ]
Fy _ _
1 e =Y (0 ) - o (@) )
g#i N
La fonction g est définie par
g W-W
w — h(w, 1)

Le probléme g(w) = 0 est équivalent au probléme (II1.25).
On vérifie maintenant que les fonctions g et h satisfont les hypothéses du théoréme I11.1.3.
1. On a bien h(-,1) = g et h(-,0) est une fonction affine.
2. Si on suppose que h(w,d) = 0 alors en reprenant les calculs du paragraphe précédent, on a
I’estimation de 1’énergie discréte suivante

FaPh(cpt™) — FaPh(cp) +At§ : / Oh\v w2 dz < 0 (I11.32)
. 12 3.3 2
t
avec]-"rlp /5 Fy(c E 8€Ei k1 dr.

On obtient alors
t h +1 Oh +1 triph
o ZAt [y o < FE .

Comme 0 < 6 <1, F = Fj est positive (on a supposé 3; > 0) et en sachant que ¢}, € H(Q) alors
il existe kp telle que

0 < FoPh(ept!) + ZAt/ My |t de < k.
En particulier, on a pour i =1,2,3

Vet o < ki,

et il existe ko telle que
|Vu"+1|L2 < ka.
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n+1)

En remarquant que m(c] < 400, on a

‘c pe < F00.

On définit 6, une fonction appartenant & Vf; telle que m(6,) = 1 et telle que son support est
disjoint de celui des fonctions de base du bord. On a alors

pitey) = / 5D;(ci T, ef)by dx + / %zigvc;jl-vehdx.
Q

Pour montrer que m(,u"“@h) < +o00, on utilise un argument similaire & celui employé pour le
probléme continu dans le paragraphe II.1 pour les termes non linéaires et le fait que les normes H'
de ! et ), sont finies. Enfin, en utilisant (II1.31), on obtient

lwly, < K(k1, k).

Ainsi, il existe R > K (k1, ko) > 0 telle que V(w, §) € W x [0;1], si h(w, ) = 0 alors |w|y, # R.
3. Le probléme h(w,0) = 0 peut s’écrire sous la forme pour i =1,2,3 :
Trouver (", pith) € VE x VI tel que Vol € VI, Vus € Vs,

3
ai((cih ,,u?hﬂ) (Vﬁ,y}’f)) = / an''vy dx—/ ZZﬁVth'Vz/ﬁ dz (II1.33)
Q Q

ol
(e, o) = [ g + Mo s v ds
§ . —n—+1 n+1
+ 4EZEch -V — pp vy | de
Q

Pour montrer ’existence d’une solution de (II1.33), nous allons travailler sur un probléme modifié
afin d’avoir une propriété de coercivité. On introduit les espaces suivants

Viom = {en € Vi, | m(en) = 0},
Vitg = {tn € Vi | m(ynbr) = 0},

ol 6, est une fonction appartenant a V}' telle que m(6,) = 1 et son support est disjoint de celui
des fonctions de base du bord. On cherche maintenant 1’existence du probléme suivant :
Trouver (d;p,&n) € Vi X V,’:e tel que Vipp, € Vi, Vi, € V,’,i@

ai ((din, &), (on,¥n)) = /Q (ean™ — m(ein™)0n)n dz — /Q %EiEVth - Vop dx

—/ %Eﬁm(@”)Vﬁh -Vepdr (I11.34)
Q
ou
N M()h 3
ai ((din> &in), (on, ¥n)) = diphp + AtV - Vb, | dx + ZEiEVdih -Von — &inen | dz
3 3
La forme bilinéaire a = Z a; est continue sur <Vfl m X VI 9) . De plus, grace a l'inégalité de

i=1
Poincaré-Wirtinger et & la proposition 1.2.3, elle est coercive et on a donc l'existence d’une solution

(din, &n) au probléme (I11.34) pour i = 1,2, 3.
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Montrons maintenant l'existence d’une solution au probléme (II1.33) & partir du probléme
(II1.34). Soient v}, € VI et vf € V5. On pose

on = v, —m(vy)0h,
vp = 1/,’; — m(yﬁeh).

de sorte que 5, € Vi et vy € V.
D’apreés (I11.34), on a alors, en prenant v, = 0,

3
- / &in (Vi — m(vy,)6h) dx +/ 1 ZieVdin - V(v = m(v;)0n) du =
Q Q

3 3
- / ZEiEVCiDh -V(vy, — m(v)0p,) de — / ZZiem(@")Vﬁh -V (vy —m(v;)0,) dz.  (I11.35)
Q Q

Comme &;;, € V,’fe alors m(&;0p) = 0 et on obtient

3 3
— / &invy, dx + / —%,eVdp, - Vyp dx + / —Yiem(cp™")VOy, - Vg do =

Q o4 o4

3 3

— / —¥:eVeipn - Vg do + / —Yiem(Veipn - VOy)vy dx
o4 o4
3 3
+ / Zzism(@")m(\VHhP)ufl dx + / ZEism(Vdih -VOp)vy, dz.  (I11.36)
Q Q

En posant
It = dyp, + m(eR™) 0,

n 3
i = &n + 1 Sie (m(Veion - V0n) +m(V ) +m(Vdin - V0r) )

il vient pour tout vj € Vy

3 3
—/ pi s do + / ~%eveltt  Vuf dr = —/ —XieVeipy - Vg, dx
o " o4 ’ 4

avec c?hﬂ €V et ,LLZ",:r = %%
De plus, en prenant ¢, = 0 dans (II1.34), on a aussi

MZ
/ din(v)) —m(vi6)) dz + / ZOh AtVEy, - V(vy —m(v))0y)) de =
Q Q i

/Q @n" —m(@n™)0n) (Vi — m(vh6y)) de.

Sachant que d;;, est & moyenne nulle et que V&, = V,u?hﬂ, on obtient

Mé
/ dipvy dx + / —OhAtVu?thl -Vt de = / GVl dx — / m(cn")Opvl, de.
0 Q i Q Q

Comme c?hﬂ = d;, + m(Sp™)0n, on a finalement pour tout v}’ € V!

MK
/ cgﬁly,’j dx + / Z—OﬁAtV,u?;l -V de = / G "'vy, da.
Q Q 7 Q
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On a donc montré l'existence d’une solution au probléme h(w,0) = 0.
On a vérifié les hypotheéses 1., 2., 3. du théoréme II1.1.3, on peut donc conclure sur ’existence
d’une solution au probléme (II1.25).

Nous allons maintenant montrer 'unicité de la solution. Pour cela, on suppose qu’il existe deux

solutions (c ™', pf 1) et (A7, &7*!) au probléeme (IT1.25). En prenant la différence des équations

vérifiées par chacune des solutions, on a Vl/ﬁ € V,’j , Yup € Vi,

n+1 n+1 A
Cin — din Mon o nt1 _ enti
/&]Atull—jdl‘: _/QZ(Z-V(M’;_ — &) - Vil da,
+ +
[t = eswide = [ () = 1 € g e + [ eV - a) - Vi,
Q Q
ou 45
Fit n T n c?
@ = Y (5 @R e - o ) ).
J#i
C?]j_l dTL+1
At

Cﬂ+1 _ dnJrl
/ ih ih ( n+1 fn—i-l) _/ Oh ‘V n+1 n+1 ‘ d:L'
Q Q

n+1 gn—i—l

Prenons Vh = i, et vy = dans les équations précédentes

At

n n Cn“ ! Ff i n FF g Ctt —qntt
= e e = [ e - g ) S
At O At

3 n N
+/4AtZ€’V H— dith)| da

3
Ainsi, en sommant les équations sur i et en notant que E "H d?,;r 1) = 0, on obtient
i=1

Z/At Oh‘v n+1 n+1| dr +Z/ EeW n+1 d?h+1)‘2dx

+ 1?2 (VES (epth) = VES (dh) - (ept! —dptt)de = 0. (IT1.37)
Q

Les deux premiers termes sont positifs ou nuls d’aprés la proposition [.2.3 ainsi que le dernier
terme puisque la fonction Fgr est convexe, ce qui permet de conclure sur I'unicité des solutions.

I11.1.4 Estimation d’énergie pour F' = F) g
On s’intéresse maintenant au modéle de Cahn-Hilliard avec I’ = F} o défini par
Fpro=Fy+ 3AC%C%C§.
Nous allons chercher une discrétisation en temps pour le terme d’ordre 6
P(c) = 3Acicac3

permettant d’avoir une estimation de 1’énergie discréte similaire a (II1.30). Pour cela, on s’inspire
des travaux de Kim et al. [69] ot les termes non-linéaires au temps t"*! sont approchés par des
fonctions qui dépendent de ¢! et c”
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Afin d’obtenir une estimation d’énergie, nous cherchons des fonctions py, p2 et ps telles que

oP
pi(z,x) = %(1:) et

()

P(cp™) = P(c) = pa(cy ™, ep) (e — cty)
—pa(cp ™ el (e — éhn) = pa(el ™ eR) (e — ) < 0.

On pose ¢; = ¢, d; = P et &; = ¢; — d;.
Calculons cfcic? — d2d3d2 sous la forme

1

1
cicscs — didids = 3 (ciescs — (c1 — 01)2d5d3) + 3 (cic3c3 — (co — 02)2d5d3)
1
+ g (016203 <C3 - 63) d2d2)

En remarquant que

c%c%cg — (1 — 61)2d%d2 = (2¢1 — 61)d2d351 + = (202 — d2)c d352 + = (262 — 52)010352

1
(2¢3 — (53)cld2(53 + = 5 (2¢3 — (53)6%6%53,

l\')\'—‘

on obtient

cicach — d3dids = [d§d2 + 62d d263 + 0203} (2¢1 — 01)01

|:d2d2 + =C1 d2 + dlc3 + 6103:| (202 — (52)(52

w\)—‘ C»D\l—l w‘,i

|:d2d C%d% d1C2 + 6102:| (203 — (53)(5 .

Ainsi en posant

1 1
pi(c,d) = 2A¢; [d?d% + icgd% + §d§cz + c?c%]

il vient
P(c) — P(d) — pi(c,d)d1 — pa(c,d)d2 — ps(c,d)dz < 0, (I1.38)

et
nle.c) = 5-(0)

Finalement, on considére la discrétisation en temps suivante

V(l/,’f7 Vi) € V,’j x Vi

At 5
/ pi vy do = / £ (g de + / FI0 (e da (I11.39)
Q

3
/fZ it e )i dm+/ ZEiSVc?hH-VVﬁ dz.
0

n+1 n
o M
/ Sin = Cih gy — —/ St Vu da,
Q
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ol f ( n+1) 4§TZ <E (6F+( n—l—l) 0. F-I—( n+1))>,

JFi
Fy oy 42 1 o .
fi ¢ (ep) = ?T (E- (0:Fy (i) — 0 F, (Ch))>,
g#i N
) = Y (5 e ) — e e) )

J#i
E Fy
On a ici D;(cy n+l ey =f;° (C;LH_I) + f,° (c}) —|—fP( ntl ,Cp).
Si les coefﬁments >.; sont positifs, en reprenant la demarche du paragraphe précédent et grace
a (II1.38), on obtient 'estimation d’énergie suivante pour F' = F o

3 14
. . M
AN - A e +arY [ v [P <o
=1

et l'existence de la solution discréte au probléme (II1.39).

Nous comparons numériquement la discrétisation implicite du terme P et celle semi-implicite
sur l'exemple du paragraphe II1.1.3.a. Comme la discrétisation SEMI-IMPL-F; pour les termes
d’ordre 4 introduit une forte erreur en temps, nous utilisons la discrétisation IMPL-Fy méme si
dans ce cas ’estimation de I'énergie discréte n’est pas vérifiée.

Ainsi, nous comparons la discrétisation (II1.24) pour F' = F} o, notée IMPL-P avec la discréti-
sation suivante, notée SEMI-IMPL-P, V(v v5) € Vi X Vf,

At e M
/Qm A7 Zhyﬁdﬂv——/ EOhV pitt vt dr,

3
/N?hﬂ’/fcbdx—/fpo mrh l/hda:-f—/fz nH ,Ch ”hdl’*/&ﬂx EVC”H Vv dx,
(I11.40)
4ET

ou [ (et = Q@MW>WWW)
gAY

P = Y (el ) - pifei ) )
J#i

Lorsque At = 1073, 'algorithme de Newton n’a pas convergé pour le schéma IMPL-P quand
la bulle a atteint 'interface alors que le calcul s’est poursuivi pour le schéma SEMI-IMPL-P. Sur
la figure IT1.2, nous observons que la discrétisation SEMI-IMPL- P entraine peu d’erreurs en temps
lorsque le terme P devient non nul (existence des points triples).

Généralement, le potentiel F' = F) ( est utilisé si un des coefficients 3; est négatif. Dans ce
cas, la discrétisation semi-implicite en temps pour le terme P d’ordre 6 reste valable pour établir
I’estimation de 1’énergie libre discréte. Par contre, pour les termes d’ordre 4 du polynoéme Fy, il
faudrait trouver une discrétisation en temps qui permette 1’établissement de I’estimation de ’énergie
quelque soit le signe des coefficients ¥; et qui ne nécessite pas des pas de temps trés faibles. Ce
travail reste & faire. Cependant, la discrétisation en temps (I11.40) a permis de simuler par exemple
le passage d’une bulle d’air & travers une interface eau/huile ou l'un des coefficients 3; est négatif
(8II1.1.5) contrairement a la discrétisation implicite (II1.24) avec F' = Fj ou l'algorithme de
Newton ne converge pas lorsque la bulle atteint ’interface.

IT1.1.5 Passage d’une bulle d’air a travers une interface eau/huile

On considére une bulle d’air dans un bain stratifié eau/huile. Cette simulation est a l'origine
du travail précédent sur l'estimation de ’énergie et 1’existence de la solution discréte.
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At =103 At =101

IMPL-P SEMI-IMPL-P IMPL-P SEMI-IMPL-P

At =103 At =10

IMPL-Fy SEMI-IMPL-P IMPL-P SEMI-IMPL-P

FiG. I11.2 — Comparaison des discrétisations en temps IMPL-P et SEMI-IMPL-P pour le terme P
en prenant la discrétisation IMPL-F{ pour les termes d’ordre 4 de F', pour différents pas de temps
At=1073,107%at=0.08s et t = 0.2s

Les tensions de surface sont
Oeaufair =7- 107N,
Ohuilefair = 2. 107 N.m™",
Ohuile/air = 3. 107 N.m™",

Le coefficient >pyie est négatif. Les autres propriétés physiques sont

Oair = 1.29kg.m ™, Nair = 1.85 107° Pa.s,
Qeau - 1000 kgmﬁg, neau - 1073 Pa.s,
Ohuile = 970 kg.m ™3, Nhuile = 5 1072 Pa.s.

Le probléme est résolu en géométrie 3D axisymétrique sur un domaine cylindrique. Le domaine
de calcul (en m) est [107°;1.25 1072] x [0; 7. 1072] et le rayon de la bulle vaut 7, = 5 10~3 m.

On résout les équations de Cahn-Hilliard /Navier-Stokes couplées. La discrétisation des termes
non-linéaires pour les équations de Cahn-Hilliard est celle proposée dans (II1.40). Nous avons pris
At =5.10"%

Sur la figure I11.3, on remarque que la taille de la bulle diminue alors que son volume V', calculé

par V = [ ¢}, dx reste constant pour tout n > 0. Cette diminution vient du fait que les valeurs du
Q
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parameétre d’ordre cq1, représentant la bulle, sont légérement supérieures a 0 en dehors de la bulle
et supérieures & 1 dans celle-ci (figure II1.4). Nous avons observé que ce comportement est atténué
lorsqu’on raffine le maillage.

instant ¢t=10.02s t=0.04s t=0.06s t=0.08s
initial

t=01s t=0.12s t=0.14s t=0.16s ¢t=0.18s

F1G. II1.3 — Evolution d’une bulle d’air dans un bain stratifié eau/huile

C1

FiG. I11.4 — Coupe du parameétre d’ordre ¢; (bulle) & ¢ = 0.15s en = 0.001 m
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IT1.2. DISCRETISATION DU MODELE COUPLE (III.1)-(III.5)

ITI.2 Discrétisation du modéle couplé (II1.1)-(III.5)

Oun s’intéresse maintenant a la discrétisation du probléme couplé de Cahn-Hilliard /Navier-Stokes
anisotherme. Nous donnons, tout d’abord, la démarche dans un pas de temps puis les discrétisations
spatiales des équations.

I11.2.1 Discrétisation en temps

La discrétisation temporelle prise pour le probléme couplé (III.1)-(II1.5) est semi-implicite afin
de découpler les équations de Cahn-Hilliard et de Navier-Stokes dans un pas de temps. Ainsi, on
résout tout d’abord les équations de Cahn-Hilliard en prenant la vitesse d’advection au temps ¢".
Les solutions ¢"*! et p*! obtenues sont ensuite utilisées pour le calcul de la force capillaire dans
les équations de Navier-Stokes.

Les dérivées temporelles sont discrétisées avec un shéma d’Euler implicite d’ordre 1. Dans les
équations de Navier-Stokes, le terme (u-V)u est linéarisé en prenant la vitesse d’advection explicite.

Pour simplifier les notations, on écrit ¢"*! = p(c"*!) dans la suite, ainsi que pour les autres
parameétres physiques (7, ¢p, A).

Finalement, la démarche dans un pas de temps est la suivante :

1. calcul de ¢"*1, u"*! connaissant c”, u”

n+tl _ n ME
% +u" -Vt =v. (;VM?H) , pour i = {1,2},
i / (IT1.41)
pitt = Di(e™t ) — ZsEiAC?'H, pour i = {1,2}
N n+l _n 4ZT 1 n+l n n+l n
ot l=noun+1et D;i(c"",c")=— i(di(c ") = dj(c"t M) ).
g#i Y
On pose ensuite
1 1
At =1—cpt =™ it =%y (EM?H + 2#3“) , (II1.42)
1 2

2. calcul de u™*!, p"*t! connaissant ¢!, p"t! et u”

V-u"t =0
n+1 un—l—l —u” n n+1 n+1 n+1 n+1 & n+1 n+1 n+1
0 —; tu"Vu = V- 2" D) = VprT 4> pt et 4 gy
i=1
(I11.43)
3. calcul de T"*! connaissant 77, u"*! et ¢"t!

TnJrl _Tn

oMttt <At 4yt VT”“) = V. (A", (I11.44)

I11.2.2 Discrétisation spatiale

Nous présentons ici la discrétisation des équations de Cahn-Hilliard /Navier-Stokes couplées et du
bilan d’énergie. Nous discutons ensuite du choix des éléments pour ’approximation des inconnues
afin que le probléme discret couplé vérifie des propriétés analogues a celles du probléme continu.
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I11.2.2.a Equations de Cahn-Hilliard (II.41)

Pour les équations de Cahn-Hilliard (II1.41), on reprend la discrétisation spatiale présentée dans
le paragraphe II1.1.2. Les définitions des espaces V; et V,’j sont inchangées. En ajoutant le terme
d’advection, on obtient le probléme suivant :

Trouver [C7H, CoH M My € (RY)2 x (RM")? tel que
RHM CTlH*l’ Cg+1’ M7174+1, M721+1
R
RH2
RE2 C?Jrl’ Cg+1, M?Jrl, M5L+1

)

n+1 n+1 n+1 n+1
1T, Cy M M

)

(I11.45)

)

( )=0
(C )=0
(C?‘Fl’ Cg+1’ M?Jrl, M121+1) 0
( )=0

)

ou les inconnues C”'H et M"Jrl sont les vecteurs respectifs des composantes de c"Jrl et puy ntl dans

les bases de Vy et V“ Les fonctlons non linéaires R et R* a valeurs respectivement dans RN* e
RN sont définies ici par
V1<I<NH

—n+1l _ —=—n M
R = / U A L / VY da + / th"“ Vit dz,
Q Q Q

vl < I < N€,
. 3
Ry = / pi g da — / D}t e"v§ da — /Q ZEﬁVcﬁrl -Vvfdx.
De plus, on pose comme dans le paragraphe I11.1.2

by by
=1 at -t = (St St (1149

II1.2.2.b Equations de Navier-Stokes

Pour écrire la formulation variationnelle des équations (I11.43), on introduit les espaces suivants
U= {UEHI(Q)C[ | v=wup sur I'} etv-nzOsurI’i‘},
X:{veHl(Q)d | v=0sur I'} etv-n:OsurFff},
Q={qel*(Q)}.

Pour simplifier les notations, on écrit dans la suite E"T = Z ,u"HVc”+1 + 0"y

En utilisant les conditions au bord (II1.10)-(II1.12), la formulatlon variationnelle du probléme
(I11.43) s’écrit :
Trouver u"t! € U et p"*! € Q tels que

un—l—l —um
Vv e X, / Q”‘Hitv dx +/ o' Vu v de =
Q Q

A
—/2n”+1D(u”+1):V1jdm+/
Q

p"+1V-Uda:+/E”+lvd:p,
Q Q

Vq € Q, /QV-U"qu:U:O.
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On introduit les applications bilinéaires et linéaires suivantes

m™) s HYOQ) x HY Q) - R,

(u,v +—>/ Huw da,

a1, H(OQ) x HH(Q)! SR,
(u,v)»—>/92n"+1D(u):Vvd:E+/Q Ly Vuw de,

b(,) : HY(Q)! xL2(Q) — R,

(v,q)H—/qV'vdm’,

) s  HY(Q) SR,

vV / E"lyd

Pour simplifier les notations, on écrit m"*! =m, a"t! = a et "1 = 1.

Comme la vitesse vérifie des conditions de Dirichlet non homogénes sur I'}y, on utilise un
relévement. La nouvelle inconnue, définie par "1 = u"*! —up, ott up € U, est nulle sur T'Y, et le
probléme s’écrit :

Trouver @"t! € X et p"*! € Q tels que

—n+1
m(uAt,v) +a@,v) + b, p"Y) = 1(v) — alup, v) +

VgeQ, b, q) = —blup,q).

On introduit X et @y, les espaces éléments finis approchant respectivement X et (), obtenus
a partir de la triangulation 7”. On obtient de nouvelles applications bilinéaires et linéaires qui
dépendent de h et qui sont encore notées dans la suite a, m, b et [. En écrivant

m(u",v)

e, At (I1L.47)

e(vn) = l(vn) — a(upp, vn) et g(qn) = —b(upp, qn),

le probléme discret est le suivant :
Trouver wp" ! € X}, et pn+1 € Qp, tels que

m(ﬁnJrl,Uh) it n+1 m(uihnavh)
A7 +a(up"" ", vp) + b(vp, pp ) = e(vp) + A

Van € Qn, b(@R" ™, qn) = g(an). (IT1.49)

Yop € X, (I11.48)

Notons que la vitesse d’advection u} dans les équations (IT1.21) et (II1.48) vérifie les conditions
de Dirichlet non homogénes sur I'}, et appartient a l'espace U;, = upy, + Xj. Dans le paragraphe
I11.2.2.d, nous utiliserons ’équation (II11.49) écrite sous la forme

Vg, € Qp, b(uﬁ“, qn) = 0,avec uy Leu,. (IT1.50)

Afin d’assurer la convergence de la solution discréte vers la solution continue, nous prenons des
espaces d’approximation pour la vitesse et la pression qui vérifient la condition inf-sup discréte
[20, 39, 48]. Le choix des éléments fera l'objet du paragraphe I11.2.2.d.

Ecrivons maintenant le probléme (II1.48)-(II1.49) sous forme matricielle. On définit les bases
éléments finis de Xj, et QO par

Xp =vect{pr |0 < T <N}, Qp= vect{m; | 0 < T < NP}
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. T=n+1 , . )
Soient U™ le vecteur représentant le champ u;,"*! dans la base de X}, et P"*! celui représentant
p’g“ dans la base de (). Finalement, le probléme matriciel s’écrit

M n =—n+1 M__,
(At +§(U ) BZ) (Ew) = (EJrétU ) (IT1.51)
ou
[E]; = e(er) pour [ € {1---N"},
(Gl = g(mr) pour I € {1--- NP},

g =ales,er) pourle{l---N"}, Je{l---N"},

I

I

g=m(ps,r) pour I €{l---N"}, Je{l---N"},
J a

B];; =b(¢s,mr) pour I e{l---NP} Je{l---N"}

II1.2.2.c Equation du bilan d’énergie

Soient .7p et 7 des sous-espaces de H! () définis respectivement par
gD:{TEﬂl(Q) | 7=1Tp Surlﬂg)} et 9:{T6H1(Q) | TZOSurF%}_

En utilisant les conditions au bord (III.13)-(III.14), la formulation variationnelle associée au
probléme (II1.44) est :
Trouver T € I tel que V7 € 7

n+1 _n+1 Tn+1 - n+1 n+1 n+1 n+1
0 e AL +u -VT Tdr = — . AVTENVT -Vrdzx.
Q

Comme précédemment, on utilise un relévement T =t —Tp avec Tp € Jp. On introduit
ensuite .7, l'espace éléments finis approchant .7 & partir de la triangulation 7" et le probléme
discret s’écrit :

Trouver Thnﬂ € 7, tel que V1, € .9},

/ ot (h A7 hog uptt VTTLHH Thdr = / )\”HVThnle -V dx
Q Q

_/ Q”“c;,‘“uZH-VTDhThd:U—/)\”+1VTDh'VThd33- (IIL.52)
o Q

NT
On définit la base éléments finis de .7, = vect{r; | 0 < I < NT} et TTLnH = ZTI”+1TI- On
I=1

obtient un systéme linéaire défini par :
Trouver Thn+1 € tel que VO < I < NT

n+1 _n+1 Tthrl - Thn n+1 1 n+lgmpntl
0 c T+Uh - V1T, Trdr = — A VT, -Vrrdz
Q Q

—/ Q""’lc;;"'luz+1 -VTpytrdx +/ NHYTy, - Vi de.
Q Q
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I11.2.2.d Choix des éléments

Dans ce paragraphe, nous allons discuter du choix de la discrétisation & prendre pour les différents
champs inconnus (c1, g, p1, p2, u, p, T).

Nous avons déja vu dans le paragraphe I11.2.2.b que nous voulons que les discrétisations pour
la vitesse et la pression vérifient la condition inf-sup. C’est le cas par exemple, si on prend 1’élément
P, pour l'approximation de la vitesse et P; pour celle de la pression [39].

La méthode des éléments finis pour ’approximation des équations de Cahn-Hilliard a été étudiée
notamment dans [7, 10, 35, 43, 44, 65]. Les paramétres d’ordre et les potentiels chimiques sont
généralement approchés par des fonctions affines par morceaux.

De plus, nous voulons que le probléme discret vérifie des propriétés analogues a celles du pro-
bleme continu, énoncées dans la proposition III.0.1. Tout d’abord, I'ajout du terme de transport
dans les équations de Cahn-Hilliard ne pose pas de difficultés pour montrer que les équations
(II1.45)-(I11.46) sont équivalentes &

Vl/;; eVl Yt e Vs

ol ch M
/ th dx +/ SV dr = —/ EOh Vuitt - Vit dz, pour i = 1,2,3
Q Q

3
/ H?}jl’/ﬁ de = / Di(cit ep)vf d33+/ 42 €Vcn+1 Vg dzx, pour i = 1,2, 3.
Q

On s’intéresse ensuite & la conservation du volume des phases en discret. On obtient alors une
contrainte entre les discrétisations des parameétres d’ordre et de la pression. En effet, comme 1 € V¥,
on peut écrire

il e
/ —th i gy — / Ve dr = / M - dr — / M lu - n ds.
o At Q Q r

Si on suppose que mes(I'¥) et up = 0 (sinon il n’y a pas conservation du volume des phases), on

obtient
vt _en
/ ih ih d$:/ n+1v u® d.
Q At Q h

Si c"Jrl est dans le méme espace discret que la pression alors d’aprés (II1.50), I'intégrale du membre
de dr01te est nulle et on a bien le volume des phases qui est conservé.

Nous donnons un exemple oll nous observons la variation du volume des phases lorsque ’approxi-
mation pour les paramétres d’ordre et la pression ne sont pas les mémes. On s’intéresse & la montée
d’une bulle dans un liquide. Le domaine d’é¢tude (en m) est [-8.5 1073;8.5 1073] x [0;3.4 1072]
(géomeétrie 2D cartésienne) et le rayon de la bulle vaut r, = 0.00425m. La vitesse et la pression
sont approchées respectivement par les éléments Py (40301 degrés de liberté) et Py (10151 degrés
de liberté). Nous comparons sur la figure II1.5, les résultats obtenus lorsque les paramétres d’ordre
et les potentiels chimiques sont approchés par des P; (comme la pression), puis par des Py (comme
la vitesse). Dans les deux cas, la bulle est montée a la méme vitesse et avec la méme forme. Par
contre, dans le deuxiéme cas, le volume de la bulle n’est pas conservé comme on pouvait s’y attendre
d’aprés ’étude précédente. Dans le cas présent, cette diminution reste faible mais pourrait avoir
une influence plus importante sur des temps de calcul plus longs.

On peut aussi écrire I’équation (II1.21) sous forme conservative. Dans ce cas, on a bien le volume
de chaque phase qui est conservé. En effet, on obtient

Al _en
th ih M n+1 viTx _ Oh n+1 i o I
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(D @

position t=0.2s t=0.2s
initiale utilisation de I’élément utilisation de 1’élément
Py pour (c, ) Py pour (c, )
1.005
_ ]P)Q
—_— ]P)l
o
=
S~ 1

0.995 > - >
0 005 01 015 0.2

Fia. IIL.5 — Isovaleur ¢ = 0.5 pour les discrétisations IP; et Po du paramétre d’ordre et évolution
du volume V de la bulle en fonction du temps normalisé par le volume initial Vj

Il suffit de prendre v}’ = 1 pour conclure.

Par contre, si le terme / up - Vv’ dz est non nul, le systéme discret définit pour ¢ = 1,2 par
Q

Cthr - Cih 1 MOh 1
3 3 n+ H _ n+ iz iz M
/QAtV dr — / cpTup -V dr = —/Q Vi -V, dx, Vv, €V,

3
/ pi vy da = / Di(cpt vy da + /Q SSeVet v de, Yup €V, (ITL53)

23 23
et c3p =1 —cip —con, H3n = — 5 Han + SREAE
1 2

n’est pas équivalent au systéme de Cahn-Hilliard suivant avec ¢ = 1,2,3

Al _en Mg
/ thtzh U da _/ LVl de = _/ OhV vl da, Yl € VI
o Q

; (ITL54)
/M?}jly}id]" —_ / D "'H Ch Vhdx+/§24z ch”“ VV}CL dzx, VVZ € Vli
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En effet, cgj vérifie I’équation suivante

14

it —en M
/ Sh_ Shy gy —/ i Vvl dx—i—/ up - Vv de = —/ it vt dz, Yol € V.
o At Q Q o 21

Si les potentiels chimiques sont dans le méme espace d’approximation que la pression et si mes(I'¥)
et up = 0 alors

/uZ-VUﬁdm—O
Q

et on a bien I’équivalence des systémes.

Pour illustrer ce comportement, on s’intéresse au passage d'une bulle & travers une interface.
Le domaine d’étude (en m) est [—8.5 1073;8.5 1073] x [0;3.4 1072] (géométrie 2D cartésienne)
et le rayon de la bulle vaut r, = 0.00425m. La bulle est représentée par c; et la phase lourde
par ca. On résout les équations de Cahn-Hilliard sous forme conservative. La vitesse et la pression
sont approchées respectivement par les éléments Py (14581 degrés de liberté) et Py (3691 degrés
de liberté). Nous comparons les résultats obtenus lorsque les paramétres d’ordre et les potentiels
chimiques sont approchés par des P; (comme la pression), puis par des P, (comme la vitesse). On
visualise sur la figure I11.6 une coupe des paramétres d’ordre. On remarque que lorsque les potentiels
chimiques ne sont pas dans le méme espace d’approximation que la pression, le paramétre c3 prend
des valeurs négatives dans la bulle alors qu’il reste bien & 0 lorsqu’on utilise le méme élément.

Fi1a. II1.6 — Vue en coupe des paramétres d’ordre pour les discrétisations P; et Py du potentiel
chimique 4 t =0.1s,en x =0

Finalement, on veut choisir des espaces d’approximation qui vérifient la condition inf-sup dis-
créte et utiliser le méme élément pour approcher la pression et les paramétres d’ordre. I1 n’est
donc pas nécessaire d’avoir de ’ordre 2 pour la discrétisation en espace pour le champ de vitesse
puisqu’on ne peut pas augmenter I’ordre d’approximation pour les inconnues ¢;. Ainsi nous avons
pris, dans nos applications numériques, 1’élément Py-bulle? pour la vitesse et P; pour la pression
ainsi que pour les paramétres d’ordre. Ce couple d’éléments vérifie la condition inf-sup discréte [39].
Enfin, il est moins cotiteux de choisir I’élément P; pour ’approximation des potentiels chimiques
et de la température.

2appelé aussi P;+. Un degré de liberté est ajouté dans chaque maille.
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I11.3 Reésolution numérique du probléme discret

Nous décrivons dans cette section les résolutions numériques des problémes de Cahn-Hilliard et de
Navier-Stokes a chaque pas de temps. Pour simplifier les notations, ’exposant n + 1 est omis.

La résolution de 1’équation du bilan d’énergie n’est pas détaillée car elle ne présente pas de
difficultés importantes.

I11.3.1 Equations de Cahn-Hilliard

Le probléme (II1.45) peut étre résolu par une méthode de Newton-Raphson. L’algorithme est le
suivant

étape 0 : initialisation avec (C”), M\”, ¢ M) = (cr, M7, €7, M7)

étape kK + 1 : (Cgk), Mgk), Cgk),Mék)) donnés par ’étape k.
Calculer (Cgkﬂ),Mng), CékJrl),MékH)) solution de

Jaer Jeam  Jeaes ¢l _ ¢ —rev (e, e mP mP)
Juer gm0 M M | [ —re e, e, MY, M)
Jezer 0 Jeaca  Jeapo Cgk—&-l) _ C(2k:) _RCZ(Cgk), Cé’“), M(lk)’ Mgk))

0 0  JHec2  JHope Mgk+1) B Mgk) —R’”(C&k), Cgk), Mgk), M(k))

(I11.55)

( (%)

La solution recherchée est posée égale a (CIH), M(l'i), Céﬁ), M5") o k est la premiére valeur de
k telle que le critére de convergence suivant est vérifié

R(Ci”, cf” MY MP)| <

ou R est défini par
(
k k k k
R( ol Ml M) = | T
(

Les blocs de la matrice J sont définis, pour 4,5 € {1,2} j # i, par

[gee], = 872Z(cg’”,cg"f),1\/[(1’“),1\/19))] 1<I<N°etl<J<Ne
aC; 17
ORT (k) (k) nplk) pplk 3 ¢ o e ODi (k) v c e
= (%T:)‘](Cg )70(2 );Mg ),M; )) = /Q —Zzié‘v’{] -Vvpde —/Q e, (C;(L )ach)VJVI dz,
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[Jeici], , = [%72 (e, cg@,mg@,mg@)] 1<I<N¢etl<J<N¢
J 1J
ORT k) (B) ng®) pglk) OD; , ()
=——+—(C",Cy" M/ My"')= [ — ¢, cp)viride,
a(C])J( 1 2 1 2 ) o 80]( h h) JYT
e IR (k) ~(B) nq(®) pq(k)
]y = | S (G G5 MY M) 1<I<N¢etl<.J<NH
{ 1J
ORT k) (k) palk) np(k) /
= —+—(C{7,Cy’, M’ ,My") = [ Vjvidz,
a(Mz)J( 1 1 2 ) Q JYT
i
(i), = [8872 c¥, Cg’“),Mg’“),Mg’“))] 1<I<Ntetl<J<N°
( 1J
ORY k) o~k k k T . n ¢
= ﬁ(cg ),Cg )aMg ),Mg )) = /Q EVJV}de + /Quh - Vvjuy da,
i
(], = [gﬁ (ct, Cé’“),MY“),Mé’“))] 1<T<Ntetl<J<NH
( 1J
_ORY k) ) g ® g0y [ Moho n oo
= m(c1 ,Cy 7, My, M, ) = /Q TZ,VVJ -V dx,

avec My, = My(c}) ou Mo(cgk)).

Si la mobilité est constante ou si elle est prise au temps t” alors le calcul de la matrice jacobienne
ci-dessus est exact. Par contre, si la mobilité est discrétisée de maniére implicite, on calcule une
matrice jacobienne partielle puisqu’on ne dérive pas les termes contenant la mobilité par rapport
aux paramétres d’ordre (termes qui interviendraient dans J/% et J#i%) et la valeur de la mobilité
dans J#i#i est réactualisée & chaque itération de l’algorithme de Newton.

Certains termes de la matrice jacobienne ne changent d’une itération & ’autre dans ’algorithme
de Newton. Afin de diminuer le temps calcul, seuls les termes J¢ et J““ sont réassemblés & chaque
itération de l'algorithme ainsi que J#i#i si la mobilité est implicite (Mg, = Mo(cék))).

Pour la résolution du systéme (III1.55), nous utilisons le solveur direct proposé par la librairie
UMFPACK [30], basé sur une factorisation LU.

On vérifie maintenant que le volume des phases est conservé & chaque itération de ce solveur.
En effet, en notant que c?h =Gn* + cipn on, apour:=1,2

k+1 n 4
c, T —cl M,
/Myydx+/uz.vc§,jlyydx+/ gt Vil de =0, VI =1,...,N*
o At Q o i

Comme 1 € V}', il est clair que si mes(I'%), up = 0 et si les paramétres d’ordre sont dans le méme
espace d’approximation que la pression, on a

k+1 k
/ Cih_— %k g — g
o At '

107



CHAPITRE III. SCHEMAS NUMERIQUES ET PROPRIETES DU MODELE DISCRET

I111.3.2 Equations de Navier-Stokes

Dans cette partie, nous présentons différentes méthodes pour résoudre le probléme (II1.51) écrit
sous la forme

At

BU =G.
Tout d’abord, nous décrivons des méthodes connues comme la méthode du Lagrangien augmenté
[45] et la méthode de projection incrémentale [54|. La premiére, qui est une méthode itérative, est
plus précise mais plus cotiteuse en temps calcul que la seconde ol seulement trois équations sont
résolues. Enfin, nous proposons une méthode de pénalité-projection qui est plus précise que la mé-
thode de projection incrémentale et moins cotiteuse en temps calcul que la méthode du Lagrangien
augmenté (voir [64] pour plus de détails sur cette méthode, ainsi que pour des comparaisons entre
les différents algorithmes). Nous comparerons numériquement l'impact des différentes méthodes sur
la conservation du volume des phases et sur les vitesses de montée d’une bulle dans un liquide dans

le paragraphe I11.3.2.d.

U-U" —
M +A(U"U +B'P =E,
(T11.56)

I11.3.2.a Méthode du Lagrangien augmenté

Dans l'algoritme d’Uzawa avec Lagrangien augmenté, on effectue une boucle interne dans chaque
pas de temps, jusqu’a avoir la contrainte

BU=G (IT1.57)
vérifiée. L’algorithme est le suivant

étape 0 : initialisation avec (ﬁ(o), PO = (T",P")

étape k+ 1 : (ﬁ(k), P(k)) donnés par 'étape k.
Calculer (ﬁ(k+1),P(k+1)) solution de

N +AUMHTHY 4 BTP® 4 rBTM, (BT

pk+l) — pk) 4 p(Bﬁ(

F7(k+1)  Fgn
M (U U w=(k+1) k+1) G)=E,

k+1) Q)

On pose alors
U= ﬁ(fﬂ-l) P — p+D)
oll k est la premiére valeur de k satisfaisant le critére de convergence suivant

k+1)

‘Bﬁ( G| <e

La matrice M, apparaissant dans cet algorithme est la matrice masse de pression définie par
[Mpl;; = / nrmydx pour I,J € {1,..., NP}.
Q

Pour simplifier le calcul de M 1 on approche la matrice M,, par la matrice "lumpée", My, définie
par

Mpel,, = Z My, | 017 pour 0 < I, J < NP.
0<K<NP
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Nous utilisons comme précédemment le solveur direct proposé par UMFPACK [30] pour ré-
soudre le systéme. La factorisation de la matrice est faite seulement & la premiére itération de
l'algorithme d’Uzawa.

Un critére suffisant de convergence est 0 < p < 2r [45]. Nous prendrons r = p et ’algorithme
est noté AL dans la suite.

I11.3.2.b Meéthode de projection incrémentale

La méthode de projection incrémentale se décompose en trois étapes [54].

On calcule tout d’abord une prédiction de vitesse, notée INJ, qui ne vérifie pas la contrainte
(IT1.57) d’incompressibilité. Ensuite, en utilisant U, on résout l’équation vérifiée par 'incrément
de pression ® = P — P". Puis, on corrige la vitesse pour avoir la contrainte (III.57) satisfaite.
Précisément, 1’algorithme s’écrit

étape 1 : prédiction de vitesse, calcul de U

U-U" ~
M <At> +A(UMU+B'P" =E, (IT1.58)

étape 2 : calcul de ® = P — P” via ’équation
AtBM'BT® = BU - G, (I11.59)

étape 3 : calcul de la vitesse U

M (U _ U) +B"® =0. (I11.60)
At

On remarque qu’aucune itération interne n’est effectuée et que I’approximation (U, P) obtenue n’est

pas la solution du probléme couplé (II11.56). Cette méthode est donc moins précise que la méthode

du Lagrangien augmenté, car elle introduit une erreur supplémentaire dite de fractionnement.

La difficulté de la résolution de I’équation (IT1.59) est I’inversion des matrices M et BM~'B”.
Afin d’éviter le calcul de M ™!, deux stratégies ont été envisagées. La premiére est d’approcher la
matrice masse de la vitesse par la matrice lumpée, notée M;. On remplace alors dans les équations
(IT1.58)-(IT1.60) M par M;. Le nouvel algorithme sera noté IPys, dans la suite.

Par contre, cette approche ne peut pas étre utilisée dans tous les cas car pour certaines aproxi-
mations de la vitesse, par exemple pour 1’élément Ps, 1a somme des termes des lignes dans la matrice
masse est nulle. Dans ces cas, on approche la matrice BM~!B” par L l'opérateur discret associé
4 un probléme de Poisson avec des conditions de Dirichlet homogénes sur I'* et des conditions de
Neumann homogénes sur I'y UT'}. Pour éviter des difficultés pratiques dans la mise en ceuvre du
processus d’assemblage (par exemple I’élimination dans le systéme linéaire des degrés de liberté de
¢n = pp — pj, associés a des nceuds de pression situés sur I'Y conduirait a des vecteurs de tailles
différentes pour ® et P), les conditions de Dirichlet au bord sont imposées par pénalisation [53, 64].
La matrice L est alors définie par

1
Ll = / =V -V, da +/ ammyds, 0<1,J<NP,
0o re

oil a est un coefficient de pénalisation (en pratique nous prenons o = 10%).
Finalement 1’algorithme, noté IPy,, est le suivant
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étape 1 : prédiction de vitesse

(O30 ) Ao mre

étape 2 : calcul de ® = P — P" via I’équation
AtL® = BU - G,

étape 3 : calcul de la vitesse U

U-U
BT® =0.
M( - ) 0

Comme on approche la matrice BM~'B7” par L, la contrainte (II1.57) n’est plus vérifite. Nous
montrerons sur un exemple numérique dans le paragraphe I11.3.2.d, que dans ce cas le volume des
phases n’est pas conservé.

Dans la premieére et la troisieme étape de l'algorithme, les systémes sont résolus par le solveur
direct d’'UMFPACK [30]. Pour le calcul de ®, nous utilisons une méthode de Gradient Conjugué
avec un préconditionnement de Jacobi. L’utilisation pour cette étape d’un solveur direct n’est pas
possible lorsque la vitesse vérifie des conditions de Dirichlet sur tous les bords car la pression n’est
définie qu’a une constante pres.

I11.3.2.c Méthode de pénalité-projection

L’idée pour cette variante de méthode de projection [64], est d’introduire le terme d’augmentation
rBTMggl (BU—G) de l'algorithme d’Uzawa AL dans ’étape de prédiction de la vitesse. La premiére
étape devient alors

M (IJ_AZ}J> + A(U”)fj + BTpP" + TBTMI_)ZI(BfJ — G) =E (111'61)

Le calcul de la pression est alors modifié. Le systéme (II1.59)-(II1.60) est équivalent &

Mm(Y-Y +BT® =0,
At (I11.62)

BU =G.

Si on somme (II1.61) et la premiére équation du systéme (II1.62) on obtient

u-u" nATT n - ]

Pour retrouver le systéme (II1.56) a I'approximation prés de A(U™)U par A(U™)U, on doit poser
P=P"+rM_/(BU - G) + ®.

Ainsi, la méthode de pénalité-projection s’écrit
étape 1 : prédiction de vitesse

M (U;tU> +A(UMU +B"P" +B"M_}(BU - G) = E,
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étape 2 : calcul de ® =P — P" — rM;EI(BfI — G) via ’équation
AtBM'B7® = BU - G,

étape 3 : calcul de la vitesse U

U-U
M BT® = 0.
( - ) 0

Comme pour la méthode de projection incrémentale, pour ’étape 2, on peut soit approcher la
matrice M par une matrice diagonale, on notera alors I’algorithme PPy, soit approcher la matrice
BM'B7 par la matrice L et on appellera cet algorithme PPy,.

Cette méthode introduit une erreur de fractionnement par rapport & la méthode du Lagrangien
augmenté. Le terme d’augmentation de 1’étape de prédiction permet d’assurer une prise en compte
partielle de la contrainte d’incompressibilité des I’étape de prédiction de vitesse.

Les solveurs que nous utilisons pour cet algorithme sont les mémes que ceux du paragraphe
précédent.

I11.3.2.d Comparaison des méthodes de résolution

On s’intéresse & la montée d'une bulle sphérique. Le domaine d’étude est [0;4. 1073] x [0;8. 1073]
(géométrie 2D cartésienne) et le rayon de la bulle vaut r, = 7.9 10~*m. Sur les figures II1.7 et
II1.8, on compare les résultats obtenus pour les différentes méthodes présentées précédemment. La
méthode AL étant la plus précise, le calcul obtenu avec cette méthode sert de référence.

Sur la figure II1.7, on remarque que la bulle a la méme forme pour les différentes méthodes. Par
contre, pour les méthodes de projection incrémentale IPy, et IPy,, la vitesse de montée de bulle
est beaucoup plus faible que pour les autres méthodes. Le terme d’augmentation dans ’étape de
prédiction pour les méthodes de pénalité-projection réduit sensiblement 1’erreur de fractionnement.

On s’intéresse maintenant & la conservation du volume de la bulle. Nous avons vu dans le
paragraphe I11.2.2.d que pour conserver le volume des phases, on a besoin entre autre que BU = G.
Ceci n’est pas vérifie lorsque la matrice BM~'B” est approchée par L. Sur la figure IIL.8, on
observe que les méthodes PPy, et IP1, ne conservent pas le volume de la bulle. Lorsqu’on augmente
le parameétre 7, on remarque sur la figure ITI1.8 (b) que la diminution du volume est réduite.

En conclusion, nous utiliserons dans la suite les méthodes de pénalité-projection avec r assez
grand qui sont moins cotliteuses en temps calcul que la méthode du Lagrangien augmenté et plus
précises que les méthodes de projection incrémentale. Elles représentent donc un bon compromis.
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AL TP, IPy,

= O O O

PP =1 PPy, 7 = 100 PPy, r = 100

FiG. II1.7 — Isovaleur ¢ = 0.5 pour les différentes méthodes de résolution a ¢t = 0.1s
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11
AL
105} [P,
P,
SO PPy, r=1
~
N PPy, 7 = 100
095 PPy, r =100
09}
0.85 : : ; ;
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
t
(a)
1.005
B8 AL
+—t IPMl
&4 PP, r=1
N o—o PPy, r =100
~
o 1 @ B @ #— | < PPy, r =100
1N
0.995 : : : :
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
t
(b)

F1a. II1.8 — Evolution en temps du volume V de la bulle normalisé par le volume initial V{y pour
les différentes méthodes de résolution donné & deux échelles différentes
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I11.4 Influence de quelques paramétres

Dans ce paragraphe, nous donnons des exemples de simulations numériques (montée d’une bulle
dans un liquide, bulle piégée dans une interface liquide/liquide) afin de comprendre 'influence
de quelques paramétres. On s’intéresse plus particuliérement & la régularisation des parameétres
physiques, au coefficient de mobilité My, & ’épaisseur de l'interface ¢ et au pas de maillage h.

I11.4.1 Reégularisation des paramétres physiques

Nous donnons quelques exemples de régularisation des parameétres physiques (g, 1, ¢, A). Par exemple,
la régularisation de la masse volumique o(c) doit vérifier

o1 sic=1,
Q(C):{

o2 si c =0,

dans le cas diphasique ou ¢ décrit la phase 1.
Sur la figure I11.9, on propose trois types de régularisation avec 0 < ¢ < 1
— la moyenne arithmétique
o(c) = o1+ 02(1 — ¢),

— la moyenne harmonique

1 c 1-c
_|_
olc) o1 02
— la fonction Heavyside régularisée

o(c) = (01 — 02)He(c — 0.5) + o2,

ou
0 siz < —e
1 1
H.(z) = <1+x+sin(m>> si |z]< e,
2 e m e
1 six >e.

On compare ces différentes formulations sur le probléme d’une montée de bulle. On prend
e = 0.4 dans ’exemple. Le domaine d’é¢tude (en m) est [0;7.65 1072] x [0;1.275 1072] (géométrie
2D cartésienne) et le rayon de la bulle vaut 4.25 1073 m. Les masses volumiques sont g; = 1kg.m 3
pour la bulle et g = 1000kg.m 3 pour le liquide. On utilise la fonction Heavyside régularisée pour
la viscosité dans les trois cas.

On observe sur la figure I11.9 que la moyenne harmonique favorise dans la zone interfaciale
la quantité ¢; pour cet exemple. D’ailleurs sur la figure I11.10, la bulle monte plus vite que pour
les deux autres régularisations puisque dans presque toute l'interface, la masse volumique vaut
01 = 1kg.m™3.

La moyenne arithmétique et la fonction Heayside régularisée donnent des résultats semblables.
Cependant, il peut arriver que l'interface s’épaississe, par exemple dans la partie inférieure de la
bulle & cause des mouvements convectifs (figure I11.13 du §I11.4.2). Dans ce cas, le paramétre d’ordre
peut valoir 0.1 sur une zone ol la masse volumique doit étre égale & 2. On voit sur la figure I11.9
que dans ce cas, la moyenne arithmétique introduira une erreur par & rapport a celle de la fonction
Heayside régularisée.

Par conséquent, nous avons utilisé la fonction Heayside régularisée dans nos études, définie dans
le cas triphasique par

o(c) = (01 — 03)He(c1 — 0.5) + (02 — 03)He(ca — 0.5) + 03,
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avec e = 0.4. Cette régularisation est utilisée aussi pour la viscosité 7, la chaleur massique ¢, et la
conductivité thermique A.

02 02 02
7] < 7
01 01 01
0 05 1 0 05 1 0 05 1
C C C
arithmétique harmonique Heavyside régularisé

Fig. I11.9 — Régularisation de la masse volumique en fonction du paramétre d’ordre ¢

arithmétique harmonique Heavyside régularisé

FiG. II1.10 — Isovaleur 0.5 & ¢t = 0.1s et t = 0.25s pour différentes régularisations de ¢ et le trait
plein correspond & la distance qu’aurait parcourue la bulle entre ces deux instants si sa vitesse avait
été celle donnée dans [26]

I11.4.2 Influence de la mobilité

Dans ce paragraphe, nous étudions l'influence de la mobilité pour le modéle de Cahn-Hilliard et
celui de Cahn-Hilliard /Navier-Stokes. On se place dans des configurations diphasiques.

La premiére illustration est I’évolution d’une bulle, initialement de forme ellipsoidale, vers sa
position d’équilibre ou elle prend une forme sphérique (figure I11.11). Seules les équations de Cahn-
Hilliard sont résolues (u = 0) et nous prenons une mobilité dégénérée, discrétisée explicitement

MY = Mc"(1 — )2
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Sur la figure I11.12, nous présentons l'interface a différents instants pour différentes valeurs de M.
Le trait plein représente la solution analytique & 1’équilibre. On observe une évolution trés différente
selon les valeurs de M. Le paramétre My étant le coefficient de diffusion dans I’équation vérifiée
par ¢, lorsque M augmente, l'interface atteint sa position d’équilibre plus rapidement.

instant initial état d’équilibre

FiG. III.11 — Bulle & 'instant initial et a 1’équilibre

S .

M=4710""%

t =200 t = 600 t = 1000

O

FiG. IT1.12 - Evolution de 'interface en fonction du temps avec My = Mc2(1 — ¢)? pour différentes
valeurs de M et visualisation de la solution analytique (trait plein) a 1’équilibre

Il est intéressant d’étudier maintenant l'influence de la mobilité lorsque la bulle est en écou-

lement. Nous prenons la bulle initialement sphérique. D’aprés les propriétés physiques et la taille
de la bulle, il est possible de prédire sa forme et sa vitesse de montée (§IV.1). Nous avons pris un
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écoulement ol la bulle se déforme sensiblement. Elle prend la forme d’une calotte sphérique avec
des trainées sur le contour formant comme une "jupe" (bulle de type "skirted" dans la littérature
[26]). Sur la figure IT1.13, nous observons que la mobilité influence peu la vitesse de la montée de la
bulle mais intervient sur sa forme. Lorsque la mobilité est faible, le terme de transport est prépon-
dérant dans I’équation d’évolution de ¢, entrainant une déformation de l'interface et augmentant
la taille de ’épaisseur. En effet, dans les équations de Cahn-Hilliard, le terme V - (MyV ) contient
des parties diffusives et anti-diffusives qui contribuent au maintien de I’épaisseur de l'interface ¢ au
cours du temps.

M =3410"* M =34107° M =3410"° M=3410""
F1G. II1.13 - Isovaleurs 0.1, 0.5 et 0.9 de ¢ & t = 0.85s avec My = Mc?(1 — ¢)? pour différentes

valeurs de M

Finalement, il apparait qu’il faut prendre la mobilité la plus faible conservant 1’épaisseur de
Iinterface constante. Le choix du paramétre de mobilité est une des difficultés numériques du
modéle de Cahn-Hilliard /Navier-Stokes.

I11.4.3 Epaisseur d’interface et pas de maillage

Dans ce paragraphe, nous donnons un exemple d’une bulle piégée entre deux phases stratifiées ol
nous faisons varier le pas de maillage et ’épaisseur de 'interface.
On compare & I’équilibre, ’énergie libre discréte

3
, . 12 3
fgjf,};z(tn+1) _ fgg)h(cZJrl) — /Q ?F(CZJrl)dCC -I—/QZ gsEi]Vc?,fl‘de,
i=1

avec 1’énergie du probléme & interface infiniment fine définie par
Fs = 012412 + 013A13 + 023 A23

ou A;;j est I'aire de l'interface entre la phase ¢ et j.
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Les phases ne sont pas soumises & la gravité et les propriétés physiques sont les mémes dans les
trois phases

0; =1kgm™3 et n; = 1Pas.

Le domaine d’étude (en m) est [0;0.1] x [0.02;0.08] (géométrie 2D cartésienne) et l'aire de la
lentille est 1.14 10~*m?. Nous prenons les trois tensions de surface égales 3 1 N.m~!. Connaissant
les positions des interfaces a 1’équilibre (§IV.2, annexe D), ’énergie F5 vaut

Fo~1.471071 7.

Sur la figure II1.14, nous observons 1’évolution de ]—'gifl,ll au cours du temps pour différents

maillages & ¢ = 0.0028 m fixé. Lorsqu’on raffine le maillage, on remarque que thrifl;L tend vers

la valeur 0.146 a l’équilibre. L’écart entre cette valeur et celle de F vient de 1’épaississement de
I'interface dans le modéle de Cahn-Hilliard.

En effet, lorsqu’on fait tendre ¢ vers 0 avec le maillage en prenant € = 3h, on observe que la

valeur de fgié’};u a léquilibre, tend vers la valeur du probléme & interface infiniment fine (figure

k)
I11.15). Dans nos applications, nous prenons environ 2 & 3 mailles dans U'interface ce qui s’avére
étre un bon compromis entre précision et coiit de calcul.

0.155

— fs
h=0.0014

o—o h=0.001

iﬁ~015 =—=a h=0.00083

ER a—a h=0.00071

1Y

s—g—g g
0.145 + +
0 1 2 3

Fia. II1.14 — Evolution de ]-'gis};b en fonction du temps pour différents maillages avec € = 0.0028 m

0.155
e—o h=0.001
s—a h=0.00083
== A—= h=0,00071
24015}
¢
=:; g
0.145 ;
0 1 2
t

Fia. III.15 — Evolution de ]-'gifl;l en fonction du temps pour différents maillages avec € = 3h et
position des interfaces & 1’équilibre pour h = 1073 et h = 7.1 10~*
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Chapitre IV

Applications numériques

Aprés avoir établi le modeéle et décrit les schémas numériques utilisés, nous présentons dans ce
chapitre les applications numériques suivantes : montée d’une bulle dans un liquide (situation
diphasique), étalement d’une lentille entre deux phases stratifiées, ascension d’une bulle dans un
bain stratifié et passage d’un train de bulles entre deux phases. A terme, le but est d’étudier le
flux thermique entre deux phases stratifiées traversées par un train de bulles avec les propriétés
physiques du corium pour 1’étude de 'interaction corium-béton.

On s’intéresse tout d’abord a une configuration diphasique : ’ascension d’une bulle de gaz
dans un milieu liquide semi-infini. Différents régimes de montée d’une bulle ont été cartographiés
expérimentalement dans [26] en fonction de trois nombres sans dimension (nombres de Morton,
d’E6tvos et de Reynolds). Chaque régime est caractérisé en particulier par la forme que prend la
bulle lors de son ascension et par sa vitesse terminale. Nous étudierons certains de ces régimes.
Cette étude a permis de valider les résultats obtenus pour la simulation d’une bulle dans un liquide
avant d’étudier des écoulements triphasiques plus complexes.

La deuxiéme application est le cas classique de ’étalement d’une lentille entre deux phases
stratifiées. Deux comportements sont étudiés : celui d’un étalement partiel (tous les coefficients 3;
sont positifs) et celui d’un étalement total (il existe un coefficient ¥; négatif). Lors d'un étalement
partiel, on s’intéressera en particulier au calcul des angles de contact et des sauts de pression &
I’équilibre. Cette étude a déja servi d’illustration dans le chapitre I pour montrer I'importance des
propriétés de consistance algébrique (8§1.3.3) et dynamique (§1.3.5). De plus, 'étude sur I’existence
des solutions faibles a montré qu’il faut considérer un potentiel de Cahn-Hilliard F' d’ordre 6
lorsqu’un des coefficients de capillarité 3J; est négatif, on a pu ainsi simuler les situations d’étalement
total.

Nous étudions ensuite le comportement d’une bulle dans un bain stratifié composé de deux
phases liquides. La bulle peut soit rester piégée dans 'interface liquide/liquide, soit pénétrer dans
la phase 1égére. Lorsqu’il y a passage de la bulle & travers 'interface, celle-ci peut entrainer de
la phase lourde dans la phase légére. Ces comportements ont été étudiés expérimentalement par
Greene et al. [50] qui proposent des critéres simples sur le volume de la bulle pour prédire le passage
de celle-ci et ’entrainement du fluide lourd.

On s’intéresse ensuite & des écoulements anisothermes. L’objectif est d’étudier la variation du
flux thermique entre deux phases stratifiées lors du passage d’une bulle et d’un train de bulles.
Cette application a permis la mise en place d’outils : calcul approché du flux thermique & tra-
vers une interface (calcul d’une intégrale volumique), création d’un train de bulles (utilisation de
conditions au bord de Dirichlet pour les paramétres d’ordre) qui serviront & l’étude des transferts
de chaleur entre deux phases stratifiées dans un écoulement & bulles dans le cadre de 'interaction
corium/béton.
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CHAPITRE IV. APPLICATIONS NUMERIQUES

Enfin, nous présentons les premiers résultats obtenus dans le cas réacteur lors du passage d’une
bulle & travers une interface entre la phase oxyde et le métal du corium. Cependant, des difficultés
numériques sont observées pour ces écoulements (caractérisés par des tensions de surface grandes,
des écarts de masses volumiques importants et une faible viscosité dans la phase métallique). I
faudra donc améliorer les schémas numériques afin de pouvoir poursuivre cette étude.

Tous les paramétres physiques et numériques des résultats présentés dans la suite sont rassemblés
dans ’annexe F. Les équations de Cahn-Hilliard sont résolues en conservant les inconnues ¢; et co

(63 = 1—61 —62).

IV.1 Montée d’une bulle dans un liquide

On considére ici le probléme de ’ascension d’une bulle dans un milieu infini sous ’effet des forces
de flottabilité. Bien que ce systéme soit instationnaire, il est possible de classifier les structures
d’écoulement en plusieurs catégories, chacune d’elles étant caractérisée par une forme particuliére
que la bulle adopte. Ces régimes ont été cartographiés expérimentalement en fonction de trois
nombres adimensionnels ([26], tableau IV.1) :

— le nombre de Morton
g1 (0 — ov)

M =
0o’

— le nombre d’E6tvos (également appelé nombre de Bond)

9o — op)d?

Eo=——"">"",
o
— le nombre de Reynolds
d
Re — 0¢ buT7
e

ou l'indice b réferre & la bulle, I'indice £ au liquide et dj, désigne le diamétre d’une sphére de volume
équivalent & celui de la bulle. Le nombre de Morton dépend seulement des propriétés des fluides
en présence. Le nombre d’E6tvos qui caractérise le rapport entre les forces de gravité et les forces
de tension de surface dépend en particulier du diameétre de la bulle. Enfin, le nombre de Reynolds
représentant le rapport entre les forces d’inertie et les forces visqueuses est lié & la vitesse terminale
ur de la bulle.

Dans le tableau IV.1, trois régimes sont répertoriés selon la forme que prend la bulle.

1. "Spherical" : la bulle prend la forme d’une sphére. C’est le cas lorsque les forces de tension
de surface et/ou les forces visqueuses prédominent sur les forces d’inertie (faible nombre de
Reynolds et/ou faible nombre d’E6tvos).

2. "Ellipsoidal" : la bulle s’étire dans la direction horizontale et prend la forme d’une ellipse.
Ce comportement est observé pour des valeurs du nombre de Reynolds supérieures a 1 et
pour des valeurs du nombre d’E6tvos intermédiaires (1 < Eo < 100). Lorsque le nombre de
Reynolds est grand, la bulle peut osciller. Ce régime est appelé "Wobbling".

3. "Spherical cap" : la bulle prend la forme d’une calotte sphérique. Cette forme est caracté-
ristique des bulles de grande taille (Eo > 40) pour des nombres de Reynolds supérieurs a
1. Pour des faibles nombres de Reynolds (Re < 10) la bulle prend une forme de calotte
sphérique creusée dans sa partie inférieure, notée "Dimpled". Pour des grandes valeurs du
nombre d’E6tvos (Eo > 600) et des nombres de Reynolds inférieurs a 100, des trainées tout
autour de la calotte sont observées comme si celle-ci avait une "jupe", d’oul la dénomination

"Skirted".
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IV.1. MONTEE D’UNE BULLE DANS UN LIQUIDE

TaB. IV.1 — Diagramme de différents régimes de montée de bulle sous l'effet de la gravité, Clift et
al. (]26], 1978)
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Nous reprenons la démarche proposée par Meier et al. [76] qui utilisent la méthode "Volume
of Fluid". On fixe les masses volumiques, le rapport des viscosités et la tension de surface. Nous
prenons pour ces parameétres les propriétés de ’eau et 'air

o =0.07TN.m™ !,

op =1 kg.m_3, o¢ = 1000 kg.m_3,

ne = 10%n, Pa.s.
On fait ensuite varier les nombres adimensionnels M, Eo, Re, pour simuler différents régimes de

montées de bulle. On s’intéresse en particulier aux régimes "Dimpled", "Skirted", "Ellipsoidal" et
"Spherical cap". Le choix du nombre de Morton nous impose les valeurs des viscosités

Mg2o? \ 1

0,0 _

ne = (f ) et np = 1021
g(or — ob)

et celul du nombre d’Eotvos fixe la valeur du diameétre de la bulle

1
dy = (an> ,
g(or — ov)

Connaissant les nombres d’E6tvos et de Morton, le tableau IV.1 nous permet de connaitre le nombre
de Reynolds et sachant le diamétre de la bulle, on en déduit la vitesse terminale de montée observée
par Clift et al. [26]

- Reng

ur .
oedy
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CHAPITRE IV. APPLICATIONS NUMERIQUES

On note 1, = % le rayon équivalent.

Le probléme est résolu en géométrie 3D axisymétrique sur un domaine cylindrique de hauteur
18ry, et dont le rayon de la base vaut 3r, (figure IV.1).

Les conditions au bord sont

Vei-n=0et My(c)Vy;-n=0, sur ' Ul UT'3 UTYy,
u-n=0et (2nD(u)n —pn) -t =0, sur I'; UTs,
u =0, sur I'y,
2nD(u)n —pn =0, sur I'y.
Iy
(0,187 (37r,187)
Iy I3
b))
37“1,

(0.0) T, (3r,0)

Fi1G. IV.1 — Domaine de calcul pour ’étude de ’ascension d’une bulle

IV.1.1 Régimes "Dimpled", "Ellipsoidal" et "Skirted"

Pour la simulation des régimes "Dimpled", "Ellipsoidal" et "Skirted", la bulle est initialement
sphérique. Nous prenons les mémes valeurs pour les nombres adimensionnels que dans [76]. Nous
résumons les différents parameétres pour les trois régimes dans le tableau IV.2.

Sur la figure IV.2, nous observons 1’évolution de la montée de la bulle pour les différents régimes.
Les tailles des domaines et des bulles sont différentes pour chacune des simulations ainsi que les
instants ol on visualise les isovaleurs. Pour les trois régimes simulés, nous obtenons des résultats
satisfaisants par rapport aux formes données par le diagramme IV.1 de Clift et al. Pour le régime
"Dimpled", la bulle est moins creusée que dans [76] ou elle finit par prendre une forme toroidale.
Pour le régime "Skirted", nous observons des petites trainées autour de la calotte sphérique qui
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IV.1. MONTEE D’UNE BULLE DANS UN LIQUIDE

TaB. IV.2 — Nombres adimensionnels et paramétres physiques pour différents régimes de montée
de bulle : "Dimpled", "Ellipsoidal", "Skirted"

M Eo Re ne (Pa.s) dy (m) [ ur (m.s~h)
"Dimpled" 1032 160 2 3.24 0.033 0.19
"Ellipsoidal" | 10=2! 10 12 0.129 8.5 1073 0.18
"Skirted" 1022 600 23 1.53 6.5 1072 0.54

AN

7

SISV IY

"Dimpled" "Ellipsoidal" "Skirted"
M = 10%? M =102 M = 10%2
Eo = 160 Eo =10 Eo = 600
Re =2 Re =12 Re =23

FiG. IV.2 — Evolution des isovaleurs 0.3, 0.5 et 0.7 du paramétre d’ordre pour différents régimes
de montée de bulle : "Dimpled", "Ellipsoidal", "Skirted"

sont caratéristiques de cet écoulement. Sur la figure IV.3, nous faisons varier la mobilité et nous
remarquons que la taille de ces trainées augmente quand la mobilité diminue. Par contre, il y a un
épaississement de l'interface dans la partie inférieure de la bulle (voir §I11.4.2 sur I'influence de la
mobilité).

On s’intéresse maintenant & la vitesse terminale de la bulle pour les différents régimes. Sur la
figure IV .4, nous visualisons la position de la bulle, obtenue par simulation, & deux instants donnés.
Le trait vertical correspond & la distance qu’aurait parcourue la bulle entre ces deux instants si sa
vitesse avait été constante, égale a celle donnée par le diagramme IV.1 de Clift et al. Pour les trois
régimes, la vitesse obtenue est plus faible que celle donnée par le diagramme, en particulier pour le
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CHAPITRE IV. APPLICATIONS NUMERIQUES

M =3410"* M =3410""° M =3410"°6 M =3410"7

F1G. IV.3 — Isovaleurs 0.3, 0.5 et 0.7 de c a t = 0.6 s avec My = Mc?(1 —c)? pour différentes valeurs
de M pour le régime "Skirted" de montée de bulle

régime "Skirted". Ce comportement est di probablement & la déformation de l'interface, provoquée
par les mouvements convectifs, qui entraine une diminution de la taille de la bulle (figure IV.2). En
effet, sur la figure IV.5, nous visualisons une coupe du paramétre d’ordre ¢ en fonction de r pour
le régime "Skirted" et nous remarquons que dans le sillage de la bulle, ¢ est non nul. Comme la
moyenne du parameétre d’ordre est conservée, on observe une diminution de la taille de la bulle.

Sur les figures IV.6 et IV.7, nous visualisons les fonctions de courant et les vitesses. Celles-ci
sont proches de celles observées dans [95] ou la méthode "Level-Set" est utilisée. Pour les trois
régimes, les vitesses sont plus importantes dans la bulle et on observe une recirculation de chaque
coté de celle-ci.

Finalement, les résultats obtenus sont satisfaisants. La vitesse terminale calculée est plus faible
que les données expérimentales répertoriées dans le diagramme IV.1 de Clift et al. Il faudrait étudier
I'influence d’une stabilisation pour le terme d’advection dans les équations de Cahn-Hilliard sur les
distorsions de l'interface qui ont été observées pour le régime "Skirted".
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"Dimpled" "Ellipsoidal" "Skirted"
M = 103 M =10"2! M = 1022
Eo = 160 Eo =10 Eo = 600
Re =2 Re =12 Re =23

Fic. IV.4 — Isovaleur 0.5 du paramétre d’ordre & deux instants pour différents régime de montée
de bulle : &t = 0.8s et t = 1.4s pour le régime "Dimpled"; & t = 0.1s et t = 0.35s pour le régime
"Ellipsoidal" ; & ¢ = 0.45s et t = 0.95s pour le régime "Skirted". Le trait vertical correspond a la
distance qu’aurait parcourue la bulle entre ces deux instants si sa vitesse avait été celle calculée &
partir du diagramme IV.1 de [26]

1}
081
06
04t
02t

0

0 01 02 03 04 05 06

FiG. IV.5 — Vue en coupe du paramétre d’ordre en » = 0.01 m pour le régime "Skirted" & ¢t = 0.8s
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"Dimpled" "Ellipsoidal" "Skirted"
M = 1035 M = 10—21 M = 1022
Eo = 160 Eo =10 Eo = 600
Re =2 Re =12 Re =23
t=0.8s t=0.3s t=0.6s

FiG. IV.6 — Fonctions de courant pour différents régimes de montée de bulle : "Dimpled", "Ellip-
soidal", "Skirted"
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"Dimpled"
M = 103.5
Eo =160
Re =2
t=0.8s

"Ellipsoidal"
M = 1021
Eo =10

Re =12
t=20.3s

"Skirted"
M = 1022
Eo =600
Re =23
t=0.6s

Fic. IV.7 — Quelques vecteurs vitesses pour trois régimes de montée de bulle : "Dimpled", "Ellip-
soidal", "Skirted"
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IV.1.2 Régime "Spherical cap"

Dans les situations ot le nombre d’E6tvés est grand et le nombre de Morton est faible (généralement
lorsque les bulles sont de grande taille), la bulle prend la forme d’une calotte sphérique d’apres le
diagramme IV.1. Numériquement, il a été observé que pour le régime "Spherical cap", elle prenait la
forme d’un tore lorsqu’elle est initialement sphérique. Ces observations ont été faites pour différentes
techniques de simulations, comme par exemple, pour la méthode "Level-set" (LS) [98], la méthode
"Volume of fluid" (VOF) [25] et une méthode couplée "CLSVOF" [83]. Expérimentalement, Walters
et Davidson [104] étudient la formation de bulles d’air de grande taille dans de I’eau. Selon la
technique utilisée pour générer la bulle, ils observent que parfois celle-ci prend la forme d’un tore.
Dans [83], les auteurs s’intéressent a l'influence de l'initialisation de la bulle pour la simulation
de différents régimes. Ils constatent que pour le régime "Spherical cap", la bulle prend une forme
différente selon la condition initiale. Ainsi, si elle est initialement sphérique alors elle prend la forme
d’un tore, par contre si sa forme initiale est proche de celle d’une calotte, elle se déforme peu.
Nous retrouvons numériquement ces comportements. On utilise un maillage plus fin que dans
le paragraphe précédent car sinon la taille de la bulle diminue de maniére trop importante (com-
portement déja observé dans §II1.1.5 et §IV.1.1). On prend M = 10~"% Eo = 320 et Re = 4200
et on a
ne = 5.4 1073 Pa.s,
dp = 0.048 m,
up = 0.48m.s L.

Sur la figure IV.8, on constate que lorsque la bulle est initialement sphérique, celle-ci prend
rapidement la forme d’un tore. Comme on ne représente qu’une section du domaine cylindrique,
lorsque le tore se rapproche du bord extérieur I's, la partie de la bulle visualisée devient plus petite
mais son volume dans le domaine 3D reste constant (figure IV.9).

Nous prenons ensuite comme condition initiale une bulle ayant la forme d’une calotte (obtenue
en prenant une viscosité plus importante, voir ’annexe F). Sur la figure IV.10, nous observons
que celle-ci se déforme peu et prend ensuite une forme plus creusée dans sa partie inférieure. La
vitesse obtenue est un peu plus faible que celle donnée par le diagramme IV.1 de Clift et al. Sur
la figure IV.11, on obtient des vitesses similaires & celles présentées par Ohta et al. [83] (figure 8,
condition 2). On remarque qu’elles sont plus importantes dans le sillage de la bulle ou on observe
des recirculations.

En conclusion, comme dans [83] nous obtenons des écoulements différents pour le régime "Sphe-
rical cap" selon la donnée initiale utilisée. De plus, les résultats obtenus sont satisfaisants lorsque
la bulle prend la forme d’une calotte.
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b DT

instant t=0.034s t =0.067s t=0.1s t=0.134s
initial

F1G. IV.8 — Evolution des isovaleurs 0.3, 0.5 et 0.7 du paramétre d’ordre pour M = 10~76, Eo = 320
et Re = 4200 & différents instants lorsque la bulle est initialement sphérique : formation d’un tore

ViV

05 - -
0 0.1 0.2 0.3

Fi1a. IV.9 — Evolution du volume V de la bulle normalisé par le volume initial Vg lorsque la bulle
prend la forme d’un tore

129



CHAPITRE IV. APPLICATIONS NUMERIQUES

Jyvvy Y

(a) (b)

F1G. IV.10 - Configuration ot M = 10~7¢, Eo = 320 et Re = 4200 et la bulle est initialisée sous la
forme d’une calotte (a) Evolution des isovaleurs 0.3, 0.5 et 0.7 du paramétre d’ordre (b) Isovaleur
0.5 de ¢ & deux instants ¢ = 0.43s et ¢t = 0.7s , le trait vertical correspond & la distance qu’aurait
parcourue la bulle entre ces deux instants si sa vitesse avait été celle donnée dans [26]

Fi1a. IV.11 — Visualisation des fonctions de courant et de quelques vecteurs vitesses a t = 0.46s
lorsque la bulle est initialisée sous la forme d’une calotte pour M = 10776, Eo = 320 et Re = 4200
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IV.2 Lentille piégée entre deux phases stratifiées

On s’intéresse maintenant au cas classique d’une lentille, initialement sphérique, piégée entre deux
phases stratifiées [70, 94]. On suppose que les phases ne sont pas soumises a la graviteé.
Les positions des interfaces a ’équilibre dépendent, entre autre, des paramétres (S;); définis par

Si = o) — 045 — ok, pour i = 1,2,3 et (i, 7, k) deux a deux distincts .

Le coefficient S; est appelé paramétre d’étalement de la phase i entre les phases j et k [87, 89].
Remarque 1V.2.1

Les coefficients S; sont les opposés des coefficients de capillarité ¥; introduits dans le
chapitre I (équation (1.25))

Si ces coefficients sont tous strictement négatifs (i.e. X; > 0), la lentille s’étale partiellement.
C’est une condition pour qu’il y ait existence des points triples & 1’équilibre. Si un des coefficients
S; est positif ou nul, la phase i associée va s’étaler totalement entre les deux autres phases. A
l’équilibre, il n’y a alors pas de points triples ([87, 89|, annexe D, figure IV.12).

1 31 @1 1
= OF

2 2 2

étalement partiel étalement total étalement total étalement total

. . S5 >0 S1>0 52> 0
Sr<082 <085 <0 o o5, <0 Sy < 0;85 <0 S1<0;85 <0

Fic. IV.12 — Etalement partiel ou total d’'une phase entre deux autres

Nous allons présenter la simulation de ces différents comportements. Le domaine d’étude (en
m) est [0;0.1] x [0.02;0.08] (géomeétrie 2D cartésienne) et les conditions au bord sont

Ve -n= My(c)Vyp;-n=0,

u=0.

La lentille est initialement sphérique de rayon r, = 0.012 m.

IV.2.1 Etalement partiel

Dans le cas d’un étalement partiel, ’état d’équilibre lorsqu’on considére les interfaces infiniment
fines (¢ — 0), peut étre calculé analytiquement (annexe D) : la forme de la lentille est donnée par
Iintersection de deux disques tels que les trois angles de contact 61, 6o, €3, définis sur la figure
IV.13 vérifient la relation de Young

sinfy sinfy;  sinfs

023 013 012
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Relation de Young :

sinf; sinfy  sinfj

023 013 012

Fi1G. IV.13 — Forme de la lentille & 1’équilibre et angles de contact aux points triples

Nous résolvons ici le sytéme de Cahn-Hilliard /Navier-Stokes (II1.1)-(II1.4) en l’absence de gra-
vité. Les masses volumiques et les viscosités sont uniformes et valent respectivement 1kg.m™3 et
1 Pa.s. Comme on s’intéresse a un étalement partiel, les parameétres S; sont négatifs (i.e. tous les
coefficients 3J; sont positifs), nous pouvons donc prendre F' = Fj comme potentiel de Cahn-Hilliard.

Nous faisons varier les valeurs du triplet de tensions de surface (012, 013, 023), les différents
résultats sont donnés dans la figure IV.14. La zone blanche, correspondant aux points ou

3
(1 — 01)(1 — Cg)(l — 03) > E,
décrit la zone interfaciale obtenue par le modéle de Cahn-Hilliard et le trait plein correspond &

la localisation des interfaces infiniment fines, calculées analytiquement. On remarque sur la figure
IV.14 que la position des interfaces et les angles de contact sont correctement calculés.

_—.

NG TN e -

(1,0.8;1.4) (1;1;1) (1;0.6;0.6)

Fic. 1V.14 — Etats d’équilibre obtenus avec F' = Fj pour différents triplets de tensions de surface
(012;013; 023) (en N.m™!) pour des situations d’étalement partiel

A T’équilibre, en ’absence de forces extérieures, la vitesse théorique est nulle et les pressions
sont uniformes dans chacune des phases. L’écart de pression entre les phases est donné par la loi
de Laplace qui s’écrit en 2D

_ i
bi —pPj = —,
r
ou r est le rayon de courbure de l'interface entre les phases ¢ et j au point considéré. Dans notre

cas, on a les relations suivantes

P1 = P2,

013 B 033 (Iv.1)
— =P3—PpP1=pP3 —pP2=—

1 T2

ou r; est le rayon du cercle composant l'interface entre la phase i et la lentille. Pour différents
triplets de tensions de surface, on étudie le saut de pression en faisant varier le pas de maillage h.
On remarque sur la figure IV.15 et dans le tableau IV.3 que le modéle de Cahn-Hilliard/Navier-
Stokes donne des résultats satisfaisants.
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Par contre, la vitesse calculée numériquement n’est pas nulle mais trés faible. On observe la
présence de courants parasites qui est un probléme commun aux méthodes ou la force de tension
de surface est approchée par une force volumique [62, 90, 95]. Ces courants diminuent lorsque le
systéme tend vers sa position d’équilibre. En effet, sur la figure IV.16, on remarque que 1’énergie

cinétique définie par
1
ke == / ou? dx
2 Jo
diminue au cours du temps pour les différents triplets de tensions de surface étudiés.

TAB. IV.3 — Erreur relative pour le saut de pression pour différents triplets de tensions de surface
(012;013;093) & t = 7.5 pour des situations d’étalement partiel

erreur relative

(0125 0133 023) | Ps = P2 =P8 = P11 105 [ ;=10 | h=83 107 [ i = 7. 10"
(1;0.8;1.4) 57.87 3.1% 2.3% 2% 1.9%
(1;1;1) 52.11 3.05% 2.1% 1.8% 1.7%

(15 0.6; 0.6) 14.11 3.9% 2.7% 2.6% 2.5%

60 | === 60 | 60 [--- pression calculée

50 ' \ 50 + o 50| | —— pression théoriqug

a0} a0} ! ‘ 40

301 301 30t

201 : 201 20t

10} I \ 10} : | 10} Y

0 .I | ‘\ 0 ,II I\\ 0 I/ :

0 0.02 0.04 0.06 0 0.02 0.04 0.06 0 0.02 0.04 0.06
(1;0.8; 1.4) (1;151) (1;0.6; 0.6)

F1aG. IV.15 — Vue en coupe de la pression en z = 0.05 pour différents triplets de tensions de surface
(012;013;093) & t = 7.5 pour des situations d’étalement partiel

1e-08 1e-08 1e-08
1e-09 1e-09 1e-09
1e-10 1e-10 1le-10
L 8 L
3 e 3
le-llf} le-1l} le-11
lel2 le-12 ¢ lel2
le-13 . : ; . . * le13 . . . . . . le-1l3 ™ ! . . . . .
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
t t t
(1,0.8;1.4) (1;1;1) (1;0.6; 0.6)

Fic. IV.16 — Evolution de 1’énergie cinétique pour différents triplets de tensions de surface
(012; 013; 023) dans des situations d’étalement partiel (seuls les instants ¢ > 0.5 sont représentés, la
vitesse initiale étant uniformément nulle)
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IV.2.2 Etalement total

Dans le cas ou un des paramétres S; est positif, I’étalement est total. Afin d’évaluer la pertinence du
modele (I1.10) dans lequel on prend F' = F} o, on considére le systéme de Cahn-Hilliard non couplé
avec les équations de Navier-Stokes. On prend A = 7 afin d’assurer les propriétés de consistance.

Deux configurations d’étalement total sont simulées : celle de la lentille entre les deux fluides
stratifiés et celle de la phase supérieure entre la lentille et la phase inférieure. Les tensions de surface
(en N.m~!) sont

— pour l'étalement de la lentille : (012; 0135 023)=(3; 1; 1), X3 < 0,

— pour ’étalement de la phase supérieure : (012, 013, 023)=(1; 1; 3), X1 <O0.

On remarque sur la figure IV.17 que dans les deux cas, la phase s’étale de maniére & faire
disparaitre les points triples. Ensuite le systéme tend vers sa position d’équilibre : les interfaces
sont planes ou sphériques.

(012, 013, 023)=(3; 15 1), ¥3 <0

012, 013, 0'23 1 1; 3 , 1 <0

Fi1G. IV.17 — Evolution de la bulle en situation d’étalement total en utilisant F' = F g avec A =7
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IV.3 Comportement d’une bulle dans un bain stratifié

On étudie ici la montée d’une bulle dans un bain composé de deux phases liquides stratifiées.
Lorsque la bulle atteint l'interface, elle peut :

— soit rester piégée dans 'interface liquide/liquide;

— soit pénétrer dans la phase légére.
Lors de son passage, elle peut entrainer dans son sillage de la phase lourde dans la phase 1égére

(figure IV.18).
3 3 @ 3

2 2 2
bulle piégée passage de la bulle passage de la bulle
sans entralnement avec entralnement

Fic. IV.18 — Différents comportements d’une bulle dans un bain stratifié

Greene et al. [50, 51] étudient expérimentalement ces différents comportements et proposent
des critéres sur le volume de la bulle pour prédire le passage de celle-ci ainsi que le phénoméne
d’entrainement. De plus, ils s’intéressent a la quantité de volume entrainé en fonction de différents
parameétres (viscosités, masses volumiques).

Nous proposons ici d’étudier ces différentes situations. On se place dans un cas ol il y a peu
de déformation de la bulle afin de limiter les problémes constatés précédemment comme ’épais-
sissement de l'interface ou la diminution de la taille de la bulle (§II1.1.5, §1V.1.1 et §IV.1.2). Les
parameétres physiques sont détaillés dans le tableau IV.4 ou l'indice 1 référe a la bulle, l'indice 2 au
fluide lourd et I'indice 3 au fluide léger. Tous les coefficients 3J; sont positifs, nous prenons F = Fj
dans les équations de Cahn-Hilliard triphasiques.

TAB. IV.4 — Propriétés physiques

-3
o (ke-m™) | 1 (P_af) tensions de surface (N.m~1)
oulle (c1) ! 10 bulle/Tiquid 0.07
liquide lourd (c2) 1200 0.15 ‘111 idq/“lli ei‘é 12, 013 oo
liquide léger (c3) 1000 0.1 quide/liquide 023 :

Le probléme est résolu en géométrie 3D axisymétrique sur un domaine cylindrique de hauteur
207y, et dont la base a un rayon de 2r, ou r est le rayon initial de la bulle (figure IV.19). Les
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conditions au bord sont

Vei-n=0et My(c)Vu;-n =0, sur ' UTy UT'3UTy,
u-n=0et (2nD(u)n —pn) -t =0, sur I'; UTy U s,
2nD(u)n — pn = 0, sur I'y.
Iy
3
T, Ty
207y,
2
8ry
D

_
27“1,

I'y

Fi1G. IV.19 — Domaine de calcul pour I’étude du comportement d’une bulle dans un bain stratifié

IV.3.1 Pénétration de la bulle dans la phase légére

Greene al. proposent un critére sur le volume de la bulle pour prédire son passage dans la phase

légere on ils supposent qu’elle est soumise seulement & la force de flottabilité qui tend a la faire

monter et & la force de tension de surface qui tend & la retenir dans I'interface ([50], annexe E). Les

forces d’inertie et de viscosité sont négligées. Le critére prédit le passage de la bulle si son volume
V est supérieur a

3

L 3

2 (%) 3 093 ’

V p—
P (03 - Ql)g
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Pour I’exemple choisi, le volume V), vaut 8.87 10~8 m? ce qui donne un rayon rp égal & 2.76 103 m.
Nous obtenons que pour un rayon inférieur a ry,, la bulle reste piégée dans l'interface liquide/liquide
alors que pour un rayon supérieur & r, la bulle pénétre dans la phase légére (figure IV.20).

r=0.002m < 7y,

r =10.0029m > r,

instant t=0.084s t=0.168s t=0.252s t=0.336s t=042s

initial

F1G. IV.20 — Ascension d’une bulle dans un bain stratifié pour » = 0.002m et r = 0.0029 m

En faisant varier le rayon (tableau IV.5), nous trouvons qu’il existe un rayon critique numeérique
rpo =2 0.0025 & partir duquel la bulle traverse I'interface. On remarque qu’il est cohérent que ce
rayon critique soit inférieur a r;, puisque le critére donné dans [50] sous-estime la force de flottabilité,

surestime la force de tension de surface et néglige les effets hydrodynamiques.

TaAB. IV.5 — Résultats obtenus pour le passage d’une bulle & travers une interface liquide/liquide
pour différents rayons

rayon 7y (m) 0.002 | 0.0025 | 0.0026 | 0.0027 | 0.0028 | 0.0029
passage de la bulle | non non oui oui oui oui
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IV.3.2 Entrainement de la phase lourde dans la phase légére

Greene et al. [50] considérent qu’il y a entrainement lorsque une quantité de phase lourde se détache
lors du passage de la bulle et proposent un critére pour prédire ce phénoméne. Comme précédem-
ment, seules les forces de tension de surface et de flottabilité sont considérées et 1’entrainement se
produit (annexe E) si le volume V' de la bulle est supérieur a

Njw

2#023(%)%5

3

Ve,s =

)

[

glos — 01 — 2 (02 — 03)]

ou S est une fonction qui représente le rapport entre le diamétre de la projection de la bulle sur la
surface au repos et celui de la sphére de volume équivalent :
S = 1 pour une bulle sphérique,
S > 1 pour une bulle ayant la forme d’une calotte sphérique.
Pour notre application, en prenant S = 1, on obtient

3

Aroag(2)5 \°

Vo = [ 2mo2slaz)? — 1.04 10" m?
9[303 — 201 — 02]

et 71 = 2.91 1073 m. Dans le tableau IV.6, nous répertorions les résultats obtenus pour différents
rayons. Nous trouvons qu’il y a entrainement pour des rayons supérieurs a r¢ 1" = 0.006 m ce qui
est nettement supérieur a la valeur prédite. Cet écart est probablement di en partie au fait que
le critére néglige certaines forces notamment les forces visqueuses qui sont importantes dans cette
étude. Expérimentalement, Greene et al. observent pour certains couples de liquides un volume
critique inférieur & celui du critére mais les écarts restent moins importants que celui obtenu ici
numériquement.

Nous remarquons aussi que la mobilité influe sur ’entrainement. En effet, en diminuant le
coefficient M, on trouve req = 0.005m (tableau IV.7). Il y a entrainement pour des plus petits
rayons mais on constate un épaississement irrégulier de 'interface entre la bulle et les liquides.
Lorsque la mobilité est importante, il y a moins de déformations des interfaces ce qui est pénalisant

pour le phénoméne d’entrainement.

TaB. IV.6 — Résultats obtenus pour ’entrainement de la phase lourde lors du passage de la bulle
pour différents rayons avec My(c) = 1.1 107°(1 — ¢1)?(1 — c2)?(1 — ¢3)?

rayon 7 (m) | 0.003 | 0.004 | 0.005 | 0.006
entralnement non non non oul

TaB. IV.7 — Résultats obtenus pour ’entrainement de la phase lourde lors du passage de la bulle
pour différents rayons avec My(c) = 1.1 1077(1 — ¢1)%(1 — ¢2)%(1 — ¢3)?

rayon 7, (m) | 0.003 | 0.004 | 0.005 | 0.006

entralnement non non oul oul
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IV.3.3 Quantité de fluide lourd entrainé

Greene et al. [51] étudient expérimentalement la quantité de fluide lourd entrainé en fonction des
parameétres physiques comme les masses volumiques et les viscosités. Ils comparent pour différents
liquides la quantité de volume entrainé pour des bulles de tailles différentes.

On propose de retrouver qualitativement les comportements observés dans [51]. Pour cela, on
deéfinit le volume entrainé par la quantité de fluide lourd (représenté par cy) passant au dessus de
la hauteur de l'interface liquide/liquide initiale, calculé par

Ve = / co dx
{z>z1}

ou zp désigne la hauteur de linterface initiale (dans notre cas z;, = 8rp). On s’intéressera a 1’évo-
lution de V. au cours du temps pour différents paramétres physiques.

Nous nous placons, tout d’abord, dans des conditions d’entrainement en prenant r; = 0.008 m et
les mémes propriétés que précédemment (tableau IV.4). Ce calcul servira de point de comparaison
pour la suite.

Nous visualisons sur la figure IV.21, le passage de la bulle a travers U'interface liquide/liquide
et I’évolution du volume entrainé. A ¢t = 0, le volume entrainé n’est pas nul car nous calculons le
volume & partir du milieu de l'interface diffuse. On remarque une premiére augmentation de V.
correspondant & l'arrivée de la bulle & 'interface, suivie d’'une diminution traduisant le passage de
celle-ci. Lorsque la bulle monte dans le fluide 1éger, elle améne dans son sillage une colonne de fluide
lourd, on observe alors une forte augmentation de V.. Une partie du fluide entrainé retombe (V
diminue) et la colonne devient moins large. Lorsqu’il y a détachement de la colonne du fluide lourd,
on obtient alors un plateau dans ’évolution de V, et des goutelettes de fluide lourd se forment dans le
fluide léger. On constate que les petites gouttes "disparaissent” dans le sens ol elles sont absorbées
par le fluide lourd. Ce phénomeéne a déja été observé, notamment dans [73|, figure 5.6. o une
grande bulle "absorbe" une petite. Ce comportement est 1ié aux équations de Cahn-Hilliard pures
ou les paramétres d’ordre évoluent de maniére & minimiser 1’énergie. Si un systéme est composé
d’une grande et d’une petite bulle alors il va évoluer vers un systéme composé d’une seule bulle
plus grosse, d’énergie plus faible. La grande bulle a "absorbé" la petite par diffusion. Enfin, on note
une diminution de V. dte & la sortie de la bulle en dehors du domaine et & la retombée des gouttes
de fluide lourd.

At =1s, le volume V, devrait étre inférieur au volume initial puisque 'interface liquide/liquide
est plus basse (volume de la bulle en moins), or il est nettement supérieur a celui-ci. Sur la figure
IV.22, on remarque que le paramétre d’ordre co (fluide lourd) n’est pas nul dans la phase légere.
Cette quantité de fluide lourd vient de ’absorption des goutelettes qui n’est pas total et de I'influence
des mouvements convectifs sur la partie de fluide lourd transporté par la bulle comme observé lors
de l'étude des montées de bulle (§III.1.5 et §IV.1.1).

On s’intéresse maintenant a l'influence des masses volumiques et des viscosités sur la quantité
de volume entrainé.

Nous faisons varier la masse volumique du fluide lourd o = 1100, 1200, 1300kg.m 3. Sur la
figure IV.23, nous observons que plus la masse volumique du fluide lourd est importante, moins il
vy a de volume entrainé par la bulle. Lorsque g2 est grand, il n’y a pas d’entrainement.

Lorsque nous faisons varier la masse volumique du fluide léger o3 = 900, 1000, 1100 kg.m 3,
nous observons le phénomeéne contraire, plus g3 augmente, plus il y a de volume entrainé (figure
IV.24). Si p3 est faible, il n’y a pas d’entrainement.

Les viscosités du fluide lourd et léger influent de la méme maniére sur la quantité de volume
entrainé. Plus les viscosités augmentent, moins il y a de volume entrainé. Lorsqu’on fait varier la
viscosité du fluide lourd 72 = 0.1,0.15,0.2 Pa.s, on retouve ce comportement. On note qu’il y a
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&
A,
£
o~

t=0.1s t=02s t=0.3s t=04s t=0.5s

t=0.6s t=0.7s t=0.8s t=09s t=1s

2.5e-06 |
2e-06 |

N 1.5e-06
1e-06

5e-07 |

t

Fia. IV.21 — Entrainement de la phase lourde dans la phase légére par le passage de la bulle et
évolution en temps de la quantité de volume entrainé

peu d’écart sur la quantité de volume entrainé entre les trois cas (figure IV.25). Enfin, lorsqu’on
prend des viscosités différentes pour le fluide léger n3 = 0.01,0.1,0.2 Pa.s, on obtient bien une
augmentation du volume entrainé avec la diminution de 73. Pour n3 = 0.2Pa.s il y a trés peu
d’entrainement.

Tous ces résultats sont en accord avec les résultats expérimentaux présentés dans [51].
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05¢}

C2

0 -

0 0.05 0.1 0.15
z

F1G. IV.22 — Vue en coupe de ¢y (fluide lourd) en r =04t =1s

s—4 oy = 1100
e—o py = 1200
e—8 gy = 1300

2.5e-06 |

2e-06 |
S) 1.5e-06
1e-06 |

5e-07

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

FiG. IV.23 — Evolution du volume entrainé de la phase lourde dans la phase 1égére pour différentes
masses volumiques du fluide lourd : g2 = 1100, 1200, 1300 kg.m 3

s—4 oy = 1100
e—o o4 = 1000
5—8 g3 = 900

2.5e-06 |

2e-06 |
g 1.5e-06
1e-06 |

5e-07 |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

FiG. IV.24 — Evolution du volume entrainé de la phase lourde dans la phase légére pour différentes
masses volumiques du fluide léger : o3 = 900, 1000, 1100 kg.m 3
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sy = 0.1
B8 ny =0.2

2e-06 |
SD 1.5e-06
1e-06 |

5e-07 |

0 0.2 04 0.6 0.8 1
t

FiG. IV.25 — Evolution du volume entrainé de la phase lourde dans la phase 1égére pour différentes
viscosités du fluide lourd : 172 = 0.1,0.15,0.2 Pa.s

a4 n3 =0.01
=0 13 =0.1
=8 3 =0.2

2.5e-06 |

2e-06 |
SD 1.5e-06
1e-06 |

5e-07

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

FiG. V.26 — Evolution du volume entrainé de la phase lourde dans la phase légére pour différentes
viscosités du fluide leger : n3 = 0.01,0.1,0.2 Pa.s
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IV.4 Transferts de chaleur

On étudie dans ce paragraphe des écoulements anisothermes. On s’intéresse aux transferts de cha-
leur entre deux phases stratifiées traversées par une bulle et par un train de bulles. Les paramétres
physiques sont donnés dans le tableau IV.8, ce sont les mémes que dans le paragraphe précédent.

TAB. IV.8 — Propriétés physiques considérées

o (kgm™?) | n (Pas) | A (WK Lm™) [ ¢, (Jkg "KT)
bulle (c1) 1 1074 0.29 2800
liquide lourd (c2) | 1200 0.15 30 600
liquide léger (c3) 1000 0.1 3 600

tensions de surface (N.m~1)
bulle/liquide 012, 013 | 0.07
liquide/liquide o253 | 0.05

Nous prenons une conductivité thermique élevée dans le fluide lourd et les chaleurs massiques
sont identiques dans les deux liquides. Les propriétés thermiques de la bulle sont celles de la vapeur
d’eau & 2000K. Ces conductivités et ces chaleurs massiques correspondent & celles des phases oxydes
et métalliques du corium dans le cas réacteur.

Le probléme est résolu en géométrie 3D axisymétrique sur un domaine cylindrique de hauteur
201y et dont la base a un rayon de 2r, ol 7, désigne le rayon de la bulle & l'instant initial. On
impose la température a 1800K sur I's et & 2000K sur I'y (figure IV.27). Nous choisissons d’imposer
la direction du flux en affectant la température chaude (resp. froide) a la frontiére supérieure (resp.
inférieure) du domaine de calcul ce qui est cohérent avec le cas réacteur ou la puissance est générée
principalement dans la phase 1égére. Pour le passage d’une bulle, les conditions au bord sont

Vei-n=0et My(c)Vu;-n =0, sur ' UTy UT3UTy,
u-n=0et (2nD(u)n —pn) -t =0, sur I'y UT, U T,
2nD(u)n — pn = 0, sur [y,
VT -n=0 sur I'y UT's,

T = 1800K sur ['s,

T = 2000K sur I'y4.

Pour le passage du train de bulles, les conditions changent sur I's pour la vitesse et les parametres
d’ordre ou on impose des conditions de Dirichlet (§IV.4.2).

Pour initialiser le champ de température, on prend la solution d’équilibre d’un probléme de
conduction pure, ol les interfaces sont fixes (résolution seulement d’une équation de diffusion vérifiée
par T, V- (A\VT) = 0).

Dans cette étude, on s’intéresse en particulier au flux thermique & travers les interfaces défini
pour une interface I;;, par

¢T:—/ )\iVT-nijds:—/ )\jVT-njids.
I;; 1;;

Comme dans notre modéle, 'interface est épaissie, nous allons aprocher le flux par une intégrale
volumique en utilisant la définition des parameétres d’ordre. On définit le flux thermique approché,
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Iy

I'y I's

20Tb

2 107y,

)

_
27y

Iy

F1G. IV.27 — Domaine de calcul pour I’étude des transferts de chaleur

& travers les interfaces entre une phase 7 et les deux autres phases par
or(c) =— /Q Ac)VT - Ve;dz.
On propose de justifier cette définition par un calcul formel. Introduisons f : R* — R telle que
L ={X eR"| f(X) =0}
et |V f| # 0 ne s’annule pas sur . Pour une fonction réguliére H, on a
/ Hds = limy | 5:(d(X. 1)) H(X) do = Jim /Q IVF(X)6-(F(X)H(X) da

ol . est une aproximation de l'unité et d est la fonction distance. Ainsi en utilisant que n = %

il vient

nds = I VI g
/IVT nds—i%/S)]Vf|58(f(X )VT - |Vf|
=lim [ VT -Vfo.(f(X))dx.

e—0 9]
Formellement, on peut choisir §. de sorte que

Ve = VF6.(f).
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1 1
En effet, intuitivement ¢; se comporte comme 3 + 3 tanh (f()>, et on a
€

Ve, = é (1 — tanh? (Qf(EX)» Vf.

La fonction 6.(z) = % (1 — tanh? (%I)) joue alors le role d’approximation de l'unité méme si elle
n’est pas a support compact.

Pour cette étude, on s’intéresse en particulier au flux thermique & travers les interfaces de la
phase lourde, calculé par

¢r(ce) = —/Q)\(C)VT-VCQ dz.

IV.4.1 Passage d’une bulle a travers une interface liquide/liquide

On considére ici le passage d’une bulle a travers U'interface liquide/liquide. Nous comparons le flux
thermique ¢r(c2) pour les situations avec ou sans entrainement de la phase lourde dans la phase
légere. On s’intéresse plus particuliérement au rapport R(c2) du flux ¢7(cs) sur le flux initial ¢9.(c2)

_ or(c2)
¢ (c2)’

Par rapport aux résultats obtenus dans le paragraphe précédent, nous prenons r, = 0.004 m pour
le cas sans entrainement et r, = 0.008 m pour celui avec entrainement.

Sur la figure IV.28, nous remarquons que dans la situation avec entrainement, le flux augmente
trés nettement (un facteur 10) alors que pour r, = 0.004m, il y a seulement un facteur 1.5. En
effet, dans le premier cas, la taille de l'interface entre les deux liquides augmentent (figure IV.29),
il y a donc plus de zones d’échange entre les deux fluides.

R(cz)

ol = 1y = 0.004
“— 1y = 0.008
g
=
0 "
0 0.5 15 2

F1G. IV.28 — Evolution du rapport R(cz) pour deux tailles de bulles différentes
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T
2.e+03

J
-1.96e+03
-1.92e+03

m—1.886+03
1.84e+03

[1.86+03

t=0.3s t=05s t=0634s t=0.734s t=0.09s

\k-)
———

. .
_i

Fi1G. IV.29 — Passage d’une bulle a travers une interface liquide/liquide et évolution du champ de
température pour r, = 0.008 m

Dans les deux cas, lorsque la bulle monte dans le fluide lourd avant la déformation de I’interface
liquide/liquide, le rapport des flux R(c2) diminue. Le fluide lourd perd de ’énergie en chauffant la
bulle qui se déplace dans une zone plus chaude que sa température initiale.

Pour r, = 0.008 m, on note ensuite une forte augmentation de R(c2) lorsque la bulle entraine
de la phase lourde dans la phase légére (la température du fluide léger est plus élévée que celle du
fluide lourd). Une deuxiéme augmentation de flux est observée lorsque la bulle sort du domaine. Les
échanges entre le gaz et la phase lourde deviennent alors plus importants du fait que la température
en haut du domaine est imposée. Pour 7, = 0.004 m, 'interface entre les deux liquides se déforment
trés peu, il y a alors peu de variation de R(c2).

On compare ensuite sur la figure IV.30 le champ de température lorsque la bulle est en haut
du domaine pour r, = 0.004m et r, = 0.008 m. On remarque que la température dans la par-
tie supérieure (au dessus de linterface liquide/liquide initiale) est plus faible lorsqu’il y a eu un
entralnement que pour 7, = 0.004 m.

En conclusion, les résultats obtenus sont trés différents entre les situations avec ou sans entraine-
ment de la phase lourde. Les transferts thermiques entre les phases sont beaucoup plus importants
dans le premier cas.
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T
I»Z.G+03
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t=0.5s t =0.667s

F1G. IV.30 — Champ de température et position des interfaces pour r, = 0.004m a t = 0.5s (sans
entrainement) et pour r, = 0.008m & ¢t = 0.667s (avec entrainement)
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CHAPITRE IV. APPLICATIONS NUMERIQUES

IV.4.2 Passage d’un train de bulles a travers une interface liquide/liquide

On s’intéresse maintenant & la variation du flux thermique & travers 'interface entre les deux phases
stratifiées lors du passage d’un train de bulles.

Pour la mise en place de ce train de bulles, on impose une condition de Dirichlet sur le bord I'y
qui ne dépend pas du temps

cp=cp, c2=1—c, c3=0.

De plus, on impose u = ue, une vitesse entrante, sur I'p ot ¢; vaut 1 (figure IV.31). Le rayon de
la bulle initiale vaut 7, = 0.004m et celui de la section d’injection, r; = 0.0018 m.
Iy

r Ty

| ®
Ue .
A A

[y

Fia. IV.31 — Domaine de calcul et configuration initiale pour le passage d’un train de bulles a
travers une interface liquide/liquide

On prend les conditions au bord suivantes

—sur 'y UTg
My(c)Vu;-n=Ve;-n=0, u-n=0 et (—pn+2nD(u)n)-t=0, (IV.2)
— sur I'y
My(c)Vpi-n=Vei-n=0 et —pn+2nD(u)n =0, (IV.3)
— sur I'y

Ue S1 T < Tq,
My(c)Vp;i-n=0, ¢p=c1p, ca=cop=1—cip, c3=0 et u= .
0 sinon.

(IV 4)
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IV.4. TRANSFERTS DE CHALEUR

avec c1p = 5 + & tanh (—%(\/(7‘ +0.0082)2 + 22 — 0.01)), 7o = 1.2 1073 et u, = (0,0.4).
Sous ces conditions, nous observons le détachement des bulles (figure IV.32). On s’est placé
dans un cas sans entrainement de la phase lourde dans la phase légere.

o,

() @

o ® ®

o ® O ®

A e e ()
Instant t=20.1s t=02s t=0.3s

initial
Fi1G. IV.32 — Evolution d’un train de bulles

Comme dans le paragraphe précédent, on s’intéresse au rapport du flux a travers les interfaces
associées a la phase lourde sur le flux initial. On observe sur la figure IV.33 que R(c2) oscille avec une
allure générale croissante. Les oscillations correspondent aux passages des bulles & travers l'interface
liquide/liquide. En effet, lors de I’arrivée de la bulle, I'interface se déforme ce qui augmente R(c2)
puis lorsque la bulle traverse 'interface, celle-ci devient plane et plus petite puisque une partie de
I'interface liquide/liquide est remplacée par des interfaces gaz/liquide, il y a alors diminution de
}%(62).

15
10¢

o
S
~

5 o

0 I I I

0 05 1 15 2

t
F1G. IV.33 — Evolution du rapport R(c2) lors du passage du train de bulles
Afin d’étudier I'influence du train de bulles, on propose de calculer des moyennes en temps et

en espace sur des sections du domaine, notées A, en fonction de la hauteur (figure IV.34). On
s'intéresse a la quantité

t
_ fo fAz o(c)cy(c)T dxdr
= T

Jo J4. e(e)ep(c) dwdr
qui représente la "température moyenne" par section.

T (t, 2)
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A

Fi1G. IV.34 — Découpage par tranche du domaine en fonction de la hauteur

On divise le domaine en 100 sections et & différents instants, on visualise sur la figure IV.36 la
quantité 7, en fonction de la hauteur (on associe la valeur 7T),, d’une section a la hauteur du milieu
de celle-ci). At =0, on a le profil de température d’un probléme de conduction pure. On remarque
ensuite que T}, augmente par le passage des bulles dans une zone ol z est compris entre 0.04 et
0.06, qui se situe au dessus de la position initiale de l'interface liquide/liquide. Cette zone semble
s’étendre avec le temps.

@

. -
@ )
o ol .
C e e
e - ® e
—~ S O
' e
() @ (] e ©
/‘\ O @ a Q
.
I2.e+03
-1.96e+03
-1 92e+03

-1.88e+03

—
-;i

[1 .84e+03

1.8e+03

instant t=0.5s t=1s t=15s t=2s
initial

FiG. IV.35 — Evolution des interfaces et du champ de température lors du passage d’un train de
bulles & travers une interface liquide/liquide
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2000
— t=0
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0—a t=1
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0 0.02 0.04 0.06 0.08

F1G. IV.36 — Visualisation de T;,, en fonction de z & différents instants

Afin de déterminer par la suite des coefficients d’échange pour des modéles simplifiés, il faudrait
faire des études sur des temps plus longs et faire varier les conditions au bord pour la température
(par exemple imposer le flux thermique en haut du domaine).
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IV.5 Limites : interaction corium/béton

Le modéle a donné des résultats satisfaisants sur les études précédentes : montée de bulle, lentille
piégée, ascension d’une bulle dans un bain stratifié. Le paragraphe précédent a permis de mettre
en place des outils pour ’étude des transferts de chaleur lors du passage d’un train de bulles. Le
but, maintenant, est de reprendre ces études pour des propriétés physiques du corium afin d’évaluer
ensuite des coefficients d’échange et appuyer un choix de corrélation pour les codes d’interaction
corium/béton & une échelle plus grande.

On rappelle que I'étude porte sur une configuration oul le corium est composé de deux phases
stratifiées, une phase oxyde et une phase métallique, traversées par un écoulement & bulles. On
considére que le gaz induit par la dégradation du béton est essentiellement de la vapeur d’eau. Les
propriétés physiques de la phase oxyde évoluent durant 'accident & cause de la dégradation du béton
[29]. Les propriétés thermophysiques des phases sont données dans [6]. On se place dans la situation
ou la phase oxyde est plus légére que la phase métallique et sa viscosité est plus importante. Nous
prenons les propriétés physiques répertoriées dans le tableau IV.9 pour les trois phases. L'indice 1
référe au gaz, l'indice 2 & la phase métallique et I'indice 3 & celle oxyde.

TAB. IV.9 — Propriétés physiques du corium et de la vapeur d’eau

o (kgm™?) [ n (Pa.s) [ A (WK Tm™) [ ¢, (Jkg T K)
gaz (c1) 0.1 7310 0.29 2800
métal (c2) | 7800 0.001 30 600
oxyde (c3) | 4000 0.1 3 600
tensions de surface (N.m~1)

gaz/métal o1 1.3

gaz/oxyde 013 0.8

oxyde/métal o3 1

Les écoulements étudiés sont trés différents des précédents. Il y a des écarts de masses volumiques
élevés, les tensions de surface sont importantes et la viscosité dans la phase métallique est faible.
On remarque dans le tableau IV.10 que pour le couple gaz/métal, le nombre de Morton est trés
faible M = 5.7 1076, A notre connaissance, il n’y a ni expériences, ni simulations de montée de
bulle pour un tel régime.

Numeériquement, nous observons des instabilités pour le champ de vitesse (vitesse trés impor-
tante dans certaines parties de la bulle) qui finissent par détruire les interfaces. Des problémes
numériques pour la vitesse ont été mentionnés lorsque les tensions de surface sont importantes
pour d’autres modeéles multiphasiques. Scardovelli et Zaleski [90] remarquent que pour des nombres
ooy

2

de Laplace supérieurs & 109, celui-ci étant défini par La = , les simulations numériques de-

viennent difficiles & cause de courants parasites. Dans le cas gazz /métal, le nombre de Laplace varie
entre 6.1 107 et 2.2 10® pour un diamétre de bulle compris entre 0.006 m et 0.022m (tailles de bulle
étudiées dans la suite). Dans le cas gaz/oxyde, la phase oxyde étant beaucoup plus visqueuse que
le métal, la bulle est dans le régime "Ellipsoidal" du diagramme IV.1 de Clift et al. et le nombre de
Laplace est compris entre 1.9 10* et 7. 10* pour les diamétres considérés précédemment (tableau
IV.10). La simulation d’une bulle dans la phase oxyde pose moins de difficultés que dans la phase
métallique.

Afin de s’affranchir de ces problémes numeériques, nous avons augmenté de fagon artificielle
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IV.5. LIMITES : INTERACTION CORIUM/BETON

TAB. IV.10 — Nombres adimensionnels dans le cas d’une bulle de vapeur d’eau dans du corium pour
les propriétés du tableau IV.9

dp (m) M Eo La
0.006 2.1 6.1 107
) 0.008 16 3.8 8.1 107
gaz/meétal 0.012 5.7 10 8.5 1.2 108
0.022 28.5 2.2 108
0.006 1.8 1.9 104
0.008 . 3.1 2.6 10*
gaz/oxyde 0.012 4.8 10 7.1 3.8 10
0.022 23.7 7. 104

la viscosité du fluide lourd. On choisit de prendre 15 = 0.1 Pa.s afin que le régime de la bulle
soit "Ellipsoidal" dans chacune des phases. Le nombre de Morton vaut alors M = 5.7 107% et
celui de Laplace est compris entre 6.1 10* et 2.2 10° pour un diamétre de bulle entre 0.006 m
et 0.022m (tableau IV.12). Dans le tableau IV.12, nous donnons une valeur approchée pour le
nombre de Reynolds puisque nous utilisons le diagramme IV.1 de Clift et al. pour le déterminer.
Par conséquent la vitesse terminale de la bulle up est calculée approximativement ainsi que le
nombre capillaire et celui de Weber définis respectivement par

Ca— M \We — UQTdeb_

o o

Avec ces propriétés physiques, nous avons obtenu des premiers résultats mais beaucoup de
difficultés que 'on détaillera dans la suite, sont encore observées. Ces résultats peuvent étre inté-
ressants pour I’étude de I'interaction corium/béton puisque si la température n’est pas trop élevée
(=~ 1800K), le métal contient des éléments solides qui n’ont pas fondu et la viscosité est alors plus
élevée (=~ 0.05Pa.s [6]), on est alors dans un cadre proche de celui considéré ici.

TaB. IV.11 — Propriétés physiques du "corium visqueux" et de la vapeur d’eau

o (kgm™3) [ n (Pa.s) [ A (WK Tm™) [ ¢, (Jkg LK)
gaz (c1) 0.1 7.3107° 0.29 2800
métal (cs) 7800 0.1 30 600
oxyde (c3) 4000 0.1 3 600
tensions de surface (N.m™!)

gaz/métal oo 1.3

gaz/oxyde 013 0.8

oxyde/métal o3 1

Avec ces nouvelles propriétés (tableau IV.11), on s’est intéressé pour commencer au passage
d’une bulle & travers une interface oxyde/métal. D’apreés les critéres proposés par Greene et al. [50],
la bulle traverse 'interface si son volume V est supérieur a

V,=9910""m?® (r,=6.210"%m)
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TaB. IV.12 — Nombres adimensionnels dans le cas d’une bulle de vapeur d’eau dans du "corium
visqueux" pour les propriétés du tableau IV.11

dp(m) M Eo La Re |ur (ms™!) Ca We

gon/métal | 0-000 21 | 6.110% | 200 0.43 0.033 6.7
0.008 | . o s| 38 | 8110" | 250 0.4 0.031 8.1

visquens | 0012 85 | 1.210° | 300 0.32 0.024 7.4

0.022 28.5 2.2 10° 600 0.35 0.027 16.2

0.006 18 | 19108 | 70 0.29 0.036 25

0.008 31 | 2610 | 100 0.31 0.039 3.8

gaz/oxyde | g0 [ 481077 0 01 | 200 0.41 0.051 10.1
0.022 237 | 7.10% | 350 0.4 0.05 17.6

et il y a entrainement de la phase métallique dans la phase oxyde si
V>V,1=2610°m® (r,;=8510"%m).

Numériquement, on observe que la bulle traverse l'interface si son rayon 7, est supérieur a
rp0™ = 0.004m (figure IV.37). Comme dans I’étude du paragraphe IV.3, le rayon "™ est plus
petit que celui donné par le critére. La différence entre r), et rp"™ (différence plus grande que celle
observée dans le paragraphe IV.3.1) est probablement die au fait que les forces d’inertie qui sont
importantes ici, ne sont pas prises en compte par le critére. En effet, le nombre de Weber qui
caractérise le rapport des forces d’inertie et de tension de surface est important (supérieur a 6.6,
tableau IV.12) pour l’ascension d’une bulle dans le métal.

Sur la figure IV.38, on observe que pour r, = 0.011m > r.; = 0.0085m, il n’y a pas de
détachement de la phase lourde dans la phase légére par le passage de la bulle comme prédit par
le critére. Ce comportement est cohérent puisque pour établir le critére on suppose que la bulle
a une forme sphérique ce qui n’est pas le cas ici. Si la bulle n’est pas sphérique, le rayon critique
est plus grand ([50], annexe E). De plus, la bulle se déforme beaucoup avant d’atteindre I'interface
liquide/liquide. Les mouvements convectifs ont épaissi 'interface (comportements observés dans
§II1.1.5 et §IV.1.1). Ainsi la bulle a une taille plus petite lorsqu’elle atteint l'interface ce qui explique
en partie qu’il n’y ait pas de détachement de la phase lourde.

Nous avons donc obtenu des premiers résultats satisfaisants dans le cadre de l'interaction co-
rium /béton. Cependant, nous observons encore des difficultés numériques :

— instabilités de la vitesse dans la bulle (vitesses trés importantes dans certaines parties de la

bulle),

— utilisation d’un pas de temps trés faible (At = 5. 1079),

— diminution de la taille de la bulle.

De plus, & terme il serait souhaitable d’obtenir des résultats lorsque la viscosité du métal est plus
faible (n2 = 0.001 Pa.s).

Afin de poursuivre cette étude, il faudrait envisager d’utiliser un autre schéma en temps ol
dans un pas de temps on résoudrait alternativement le systéme de Cahn-Hilliard puis Navier-
Stokes. Ainsi, les forces de tensions de surface, qui sont importantes ici, ne seraient pas explicitées
dans les équations de Navier-Stokes ce qui permettrait probablement d’utiliser des pas de temps
plus grands et réduirait peut-étre I’apparition de vitesses importantes dans la bulle.
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ry, = 0.003 < r;}“m

ry, = 0.004 > oum

instant t=0.02s t=0.05s t=0.08s t=0.11s t=0.14s
initial

FiG. IV.37 — Ascension d’une bulle de vapeur d’eau dans un bain stratifié de "corium visqueux"
pour 1, = 0.003m et 7, = 0.004 m

instant t=0.1s t=0.15s t=0.18s t=0.28s t=0.36s
initial

F1G. IV.38 — Ascension d’une bulle de vapeur d’eau dans un bain stratifié de "corium visqueux"
pour 1, = 0.011 m
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Il serait intéressant d’étudier 'influence d’une stabilisation pour ’advection des parameétres
d’ordre (type stabilisation SUPG) sur les distorsions des interfaces diies aux mouvements convectifs.
Ces déformations des interfaces dépendent aussi du coefficient de mobilité. La dépendance de la
mobilité avec la vitesse (e.g. [58]) permettrait de maintenir le rapport entre les termes convectifs et
les termes de diffusion constant au cours du calcul ce qui réduirait probablement les déformations
de I’épaisseur d’interface. Pour déterminer la dépendance de la mobilité avec la vitesse, on peut
par exemple utiliser la définition du nombre de Peclet. De plus, on a noté que lorsqu’on prend
des maillages plus fins, la diminution de la taille de la bulle était plus faible, il serait intéressant
d’utiliser une méthode de raffinement local adaptatif afin d’avoir une meilleure précision dans les
zones interfaciales.

Enfin, une stabilisation du terme d’advection dans les équations de Navier-Stokes pourrait peut
étre réduire les instabilités de la vitesse.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons établi un modéle de Cahn-Hilliard/Navier-Stokes pour la simulation
d’écoulements incompressibles, anisothermes, composés de trois phases non-miscibles, sans change-
ment de phase. Le modéle permet de prendre en compte des propriétés physiques différentes pour
chacune des phases ainsi que trois tensions de surface distinctes.

L’originalité de notre approche repose sur la forme particuliére de I’énergie libre que 1’on consi-
dére afin d’avoir un modéle algébriquement et dynamiquement consistant avec les systémes dipha-
siques sous-jacents. Nous avons montré dans le chapitre I que ces propriétés sont fondamentales
pour la description d’écoulements de trois phases non-miscibles puisqu’elles assurent qu’il n’y ait
pas d’apparitions artificielles d’'une des phases dans l'interface entre les deux autres.

L’étude menée pour avoir un probléme bien posé et un modéle consistant a mis en évidence
qu’il fallait considérer un potentiel de Cahn-Hilliard d’ordre 6 pour les situations d’étalement total,
c’est-a-dire lorsqu’une des tensions de surface est inférieure & la somme des deux autres (X; < 0).

Pour la description du systéme en écoulement, les équations de Cahn-Hilliard ont été couplées
aux équations de Navier-Stokes en s’inspirant des travaux déja réalisés pour les systémes dipha-
siques.

Dans le chapitre II, I’analyse théorique du modéle de Cahn-Hilliard a permis de montrer 1’exis-
tence et l'unicité globale de solutions faibles. En dimension 3, nous avons supposé la mobilité
constante pour prouver 'unicité. Nous avons démontré aussi ’existence et 1'unicité locale de solu-
tions fortes qui sont continues en espace et en temps. La régularité de telles solutions a permis de
montrer 'unicité en dimension 3 en considérant une mobilité variable et non dégénérée, ainsi que
la stabilité asymptotique des états métastables.

Dans le chapitre III, nous avons proposé un schéma numérique pour la résolution du probléme
de Cahn-Hilliard /Navier-Stokes. Le choix des espaces d’approximation a été fait afin de conserver le
volume des phases : utilisation du méme espace d’approximation pour la pression et les paramétres
d’ordre. De plus, la conservation du volume est liée & la contrainte d’incompressibilité. Nous avons
choisi d’utiliser la méthode de pénalité-projection qui nous a semblé étre un bon compromis entre
précision et colit de calcul.

L’étude sur P’estimation de I’énergie discréte a montré qu’il faut considérer une discrétisation
semi-implicite en temps pour les termes non linéaires dans les équations de Cahn-Hilliard. En
particulier ce choix a permis de simuler des écoulements triphasiques lorsqu’un des coeflicients X3;
est négatif comme par exemple le passage d’une bulle d’air & travers une interface eau/huile.

Les exemples numériques donnés dans le chapitre IV ont permis de valider le modéle.

L’étude sur les transferts thermiques dans un bain stratifié lors du passage d’une bulle a mis
en évidence 'augmentation importante du flux thermique lorsqu’il y a entrainement (un facteur 10
dans l’exemple donné). Lorsqu’on considére le passage d'un train de bulles, les transferts de chaleur
ont nettement augmenté dans la zone ou l'interface liquide/liquide se situe.
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CONCLUSION

Enfin, dans le cas du corium, les écoulements sont plus complexes que ceux considérés dans les
études précédentes : écarts de masse volumique importants, grandes tensions de surface et faible
viscosité dans la phase lourde ce qui entraine de nombreuses difficultés, notamment des instabilités
du champ de vitesse. Nous avons obtenu des résultats préliminaires sur le passage d’une bulle de
vapeur d’eau a travers une interface oxyde/métal en augmentant artificiellement la viscosité de
la phase métallique. Ces premiers résultats ont mis en avant les points numériques qu’il faudra
travailler afin de pouvoir poursuivre cette étude.

Dans la suite, plusieurs développements sont envisageables afin d’améliorer le schéma numé-
rique :

— utiliser un couplage en temps entre les équations de Cahn-Hilliard et Navier-Stokes ou la
force capillaire ne serait pas explicite ce qui permettrait de prendre des pas de temps plus
grands en particulier lorsque les tensions de surface sont grandes;

— ¢’affranchir de la condition sur les espaces d’approximation de la pression et des paramétres
d’ordre. Ceci permettrait d’augmenter en ordre ’approximation des paramétres d’ordre et
des potentiels chimiques ainsi que celle de la vitesse;

— utiliser une méthode de raffinement local adaptatif. Pour cela, il faut envisager d’autres
espaces d’approximation pour la vitesse car 1’élément P;-bulle est peu approprié a cause du
degré de liberté qui se trouve dans la maille;

— étudier 'influence d’une stabilisation (type SUPG) pour les termes d’advection des équations
de Cahn-Hilliard et Navier-Stokes sur les distorsions de l'interface et sur les instabilités du
champ de vitesse

— étendre I'étude au cas d’une géométrie tridimensionnelle sans symétrie en utilisant du calcul
paralléle par exemple.

Ces améliorations sont nécessaires afin de poursuivre ’étude sur les transferts entre la phase
oxyde et métallique du corium. Dans la suite, il faudra étudier ’influence des paramétres tels que
la taille des bulles, le flux gazeux ou les propriétés physiques des phases. Il reste & déterminer
comment introduire ces résultats dans une description & l’échelle macroscopique (i.e. une échelle
intermédiaire entre celle traitée ici par simulation numérique directe et celle utilisée par le code
MEDICIS). Pour cela, on pourrait s’inspirer des travaux menés par Achdou et al. [1] ou Wood
et al. [106] sur la description de surfaces hétérogénes effectives. Ces études permettraient & terme
d’appuyer un choix de corrélations dans le code & zones MEDICIS.

Enfin, des questions restent ouvertes pour étendre le modeéle a des situations plus complexes.
Par exemple, comment §’affranchir de la condition X139 + 3133 + Y933 > 0 sur les coefficients
capillaires dont 'interprétation physique n’est pas claire ou généraliser le modéle pour des tensions
de surface variables. D’autre part, la généralisation du modéle & n phases non-miscibles avec n > 3
tout en conservant les propriétés de consistance ne semble pas direct : par exemple pour 4 phases,
il y a 6 tensions de surface différentes et seulement 4 coefficients ;.
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Annexe A

Modéle de Cahn-Hilliard diphasique

Le modéle de Cahn-Hilliard, dans la classe des interfaces diffuses, repose sur une représentation des
interfaces par des zones d’épaisseur finie. La composition du mélange est décrite par une fonction
réguliére ¢, appelée paramétre d’ordre valant 1 dans une des phases et 0 dans l'autre, et variant
continiment entre 0 et 1 dans l'interface [15, 59, 107]. L’évolution du systéme est décrit a travers
la minimisation d’une énergie libre notée F, définie par

F = / [AF(C) —i—% IVd?|dx avec F(c) = ¢*(1 —¢)2.
Q

L’équation de Cahn-Hilliard, vérifiée par ¢ sur le domaine €2, s’écrit

g; _ V- (MyV(AF'(¢) — AAc)), (A1)

ol My est un paramétre du modeéle, appelé mobilité. De plus, les conditions au bord de €2, noté T,
sont

V(AF'(c) — AMAc) -n = Ve-n =0. (A.2)

Les coefficients A et A dépendent de la tension de surface o et de I’épaisseur d’interface €, qui sont
deux grandeurs intrinséques du modéle.

Le premier paragraphe porte sur 1’établissement des équations de Cahn-Hilliard de maniére
formelle. Dans le second paragraphe, on détermine le profil a I’équilibre du paramétre d’ordre pour
une interface plane en 1D ainsi que les relations entre les coefficients A et A et les grandeurs
intrinséques du modéle.

A.1 Equation d’évolution du paramétre d’ordre

On propose de retrouver formellement les équations de Cahn-Hilliard & partir de la définition de
I’énergie libre.

Soit LZ,(€2) sous espace de L?(Q) défini par L2,(Q) = {¢ € L2,(Q) | [, ¢dz =0}. On note
(-,-)_1 le produit scalaire définit sur L2, (f2) par

(frv)_, = / Ve - Ve de, Vf,v € L2,(Q)
0

ol p, est la solution dans L2 () N H2(Q) de

—Ap, =gsur Q, avec g € L2 (),
O0py (A3)

a—nzosurf.
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ANNEXE A. MODELE DE CAHN-HILLIARD DIPHASIQUE

Afin de minimiser 1’énergie, I’équation de Cahn-Hilliard est une équation de flot de gradient de
F pour le produit scalaire (-,-)_1 [75]

Oc
5 = "VF©. (A4)

d
Calculons tout d’abord %f(c + ho)

|h=0

F(c+ hv) — F(e)

i]:(c + ho)

dh Ihmo = 3103 h
L F(ec+hv)—F(c) A 9 9
= }1112% A [A . + 2h(\V(c+hv)| V(e)|)| dx
A
= / [AF'(C) ‘v + lllir% o (IV(e)* +2hVe - Vo + h* [V (v)* — ]V(c)\Q)] dx
Q —>

:/ [AF'(c) v — AAc - v] dx+/va-nd5.
Q T

Or, d’aprés (A.2), Vc-n=0sur I' et donc on a

%ﬂﬁhv)'h:o _ /Q (AF'(¢) — MAc) - v da. (A.5)

Calculons maintenant le terme (VF,v)_,
(VF,v)_, = / VovrVe, dz
Q

= —/ ovFAp, dx + / ovrVpy - n.
Q r

D’aprés les définitions (A.3) de ¢, et pyr, il vient

(VF,v)_, = —/ pvr -vdx. (A.6)
Q
Les équations (A.5) et (A.6) entrainent
pvr = —(F'(c) — AAc).
Ainsi, la définition de pvr implique
VF = —-A(F'(c) — MAc).

Il reste & introduire le parameétre My en modifiant la définition du produit scalaire (-,-)_;. Le
produit scalaire (-,-)_1 5, est défini sur L2 (Q2) par

(fsv) 1, = /QMOVgof Vopdr Vfvel?(Q),

ol on note ¢, la solution de

AT
9%g =0surl. (4.

{ —V - (MoVp,) = g sur Q, avec g € L2 (),
on
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A.2. SOLUTION A L’EQUILIBRE D’UNE INTERFACE PLANE EN DIMENSION 1

En conclusion, I’équation (A.4) s’écrit :

0
575 = —VF(c) = V- (MyV(AF'(c) — AAc)).
oF / e . . )
De plus, on note u = 5o = AF'(c) — M, la dérivée fonctionnelle de F par rapport a ¢, appelée
c

potentiel chimique généralisé.
Le modéle de Cahn-Hilliard vérifie deux propriétés importantes. Tout d’abord, grace aux condi-
tions au bord vérifiées par p, le modéle conserve le volume de chaque phase au cours du temps

4 cdr = acdw-/v (MoV ) d:v—/MOVu nds = 0.

Ensuite, 'estimation d’énergie pour le modéle de Cahn-Hilliard s’écrit

d

2
d
ZF(©) / My |Vy|? da.

d
En effet, le calcul formel de —.7-" (c) donne, en utilisant les conditions au bord sur u,

o= [ |Gare+ g (5w |as

[, 0c oVe
/ _AF( )815 + AVe T dx

/ :ZC(AF’() AAC)] da

de
_/ dx_/w-(Mow)dx:—/Mo IV ul? daz.

A.2 Solution & I’équilibre d’une interface plane en dimension 1

On s’intéresse maintenant, & 1’équilibre d’une interface plane en dimension 1. Cette étude permet
de déterminer le profil du paramétre d’ordre ainsi que les propriétés intrinséques du modéle qui
sont 1’épaisseur d’interface et la tension de surface.

Fi1G. A.1 — Profil du paramétre d’ordre pour une interface plane en 1D
On va chercher la solution d’équilibre de ce probléme 1D, c’est-a-dire un minimum de I’énergie
libre F. Pour cela, on utilise I’équation (A.5) et on cherche ¢ vérifiant
d d’c
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Cette équation peut s’écrire aussi sous la forme

d?c de AdF dc

e~ a9

En intégrant I’équation entre —oo et x, on obtient
/ v d2C dc
ds? d
Le calcul de l'intégrale du membre de gauche est

* d2cde A (de\?
/w%gﬁﬁ—z<@>

c

car — = 0 en £ = —oo puisqu’on suppose que c¢ ne subit pas de variation dans les phases. Comme
x

F(0) =0, on a alors

A [de\?

5 (d:z:) = AF(c). (A.8)
Grace a (A.8), le parameétre d’ordre ¢ vérifie

de 2A ﬁ

de

ce qui entraine

de 2Ad
c(l—c) V A v
avec ¢(z = —o00) = 0 et ¢(x = +00) = 1. Le changement de variable v = 2¢ — 1 implique
dv 1 2Ad
1—02 2V N
et donc v vérifie
1 /24
argtanh(v) = SV ® + K.

(position de l'interface) i.e. v(0) = 0 ce qui implique K = 0. Finalement, il

2A
v(x) = tanh (2\/Tl‘>
c(x) = %—1—%‘5 nh(2\/? )

On peut aussi déterminer les relations entre A et A et les grandeurs intrinséques : ¢ la tension
de surface et ¢ ’épaisseur d’interface. Commencons par la tension de surface qui est définie en 1D

par
J:]-'(c):/R AF(C)+% (3;) ] da.

N =

On impose ¢(0) =

vient

c’est-a-dire
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A.2. SOLUTION A L’EQUILIBRE D’UNE INTERFACE PLANE EN DIMENSION 1

En utilisant (A.8), ’équation précédente s’écrit

—/)\ de de—/l)\dcdc—/l)\ %\/F(C)dC—EVQ)\A (A9)
7= o \dz — )y Taz" ), X\ ~ 6 ' '
D’autre part, I’épaisseur d’interface est définie par
o 1
~ max (L)

ou

dc 2A 1 /24
max (al:z) =4/ — max \/F(c) = Voo

A 0<c<1

Finalement, 1’expression de ¢ en fonction de A et A est
e =4/ —. (A.10)
Des relations (A.9) et (A.10), il vient
)\=§UE et A=127.

2 €
Ainsi, ’énergie libre s’écrit

g 2 2 3 2

F = 12—c*(1 — ¢)* + —oe |Vd*| dz,
QO 9 4

et I’expression de ¢ a ’équilibre est donnée par

1 1 2
c(z) = 3 + 3 tanh <€aj> ,

solution de )

—gaac” + 24%(1 —¢)(1—2¢) =0,

lime =1,
+oo

l_imc: 0,

0) = 5.
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Annexe B

Quelques résultats mathématiques

Cette annexe présente des résultats mathématiques techniques, utilisés dans les chapitres I et II.
Les preuves des lemmes 1.3.11, 1.3.13 et 1.3.16 sont, tout d’abord, détaillées. Puis nous rappelons
des résultats d’analyse fonctionnelle, utilisés classiquement pour ’étude d’existence et d’unicité de
solutions pour des équations aux dérivées partielles (pour plus de détails voir le chapitre 2 de [16],

[19], [72]) .

B.1 Preuves des lemmes 1.3.11, 1.3.13 et 1.3.16

Nous donnons tout d’abord la preuve du lemme 1.3.11.

Lemme

Soit f : R3 = R une fonction réguliére. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1. f(e,1—=1¢,0)= f(c,0,1 —¢) = f(0,¢,1 —¢) =0, pour tout c € R.
2. 1l existe deux fonctions réguliéres g et h telles que

fler,ea,¢3) = cieacs gler, ea,c3) + (1 + ca + ¢33 — 1) h(eq, o, c3).

Preuve.
On pose le changement de variable suivant (X,Y,Z) = (r+y+ 2z — 1,y, 2z) et on définit f par

f($7yvz) = f(Xa)/aZ)

Comme f(z,1 —x,0) =0 pour tout x € R, on a

f£(0,Y;0) = 0 pour tout ¥ € R. (B.1)
Grace a (B.1), en utilisant un développement de Taylor avec reste intégral, il vient
f(X,Y.2) = Xm(X.Y, Z) + ZGi(X.Y, Z),

ce qui entraine
f(-'lf,y, Z) = ($ + Y +z - 1)h1($,y,2’) + Zgl(x7y7 Z).

En utilisant f(x,0,1—2) = 0, on obtient g1 (x,0, 1—x) = 0 pour tout x € R. Il suffit alors d’appliquer
la démarche précédente pour g;. Finalement, en utilisant de la méme maniére f(0,z,1 —x) =0, il
vient

f(x7y7 Z) = ($+ Yy +z - 1)h($,y, Z) +wy29($7y72)'
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Le lemme 1.3.13 porte sur des propriétés vérifiées par les fonctions

90a3$'—>m et @a:x»—>x2goa.
Rappelons-en 1’énoncé.
Lemme
1. Pour tout o > 0, il existe K, > 0 tel que
K, , K,
(7004(37) S |3§‘|2a’ |(7004($)| é |x’2a+17 \V/£U € R?
x— lq)/ ()| < K, il < &m? Ve e R
2 O T T 42 T2 ’ '
2. On a
8
®,, est conveze, pour tout o € |0, 71
z® (x) >0, Vz €R, pour tout o € [0,1].
Preuve.
1. Les deux premiéres inégalités se déduisent directement de la forme de ¢,. Pour la troisiéme
1
propriété, calculons |z — gfb’a(x)
Lo/ () 1+ 1 —a)2®)| _ |z (1+ 2+ fa] + 1 — ofjaf®
x— =P ()| = |z —
2 [ed (1 + :EQ)O"H — (1 + $2)0‘+1
2 2\« 3
SKJJJ! (I+2°)((1+29)*+1) <K' ||
(14 x2)ot! 1+ a2
Enfin, on utilise I'inégalité de Young
ol _ Jal?
1+22~ 2
2. Pour montrer que ®, est convexe pour o € [0, 1%], il faut que
" 2(1+ (2 -5a)z? + (1 — 3a + 2a?)z?)
P (z) = (1 + a2)at2

soit positive ou nulle pour tout z € R. On étudie alors le polynéme

P(X)=1+(2-5a)X + (1 — 3a + 2a%)X?,
qui a comme discriminant

A =a(l7a —8).

Comme « € [0, ], alors 1 — 3a + 202 > 0 et A < 0. Donc P(X) > 0 pour tout X € R ce
qui entraine que ®” est une fonction positive.
Enfin, le calcul de 2@/, (z) donne
C222(1+ (1 — a)z?)
(14 a?)ett

2P, (z)

qui est bien positif pour tout « € [0,1].

168
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On rappelle maintenant le lemme 1.3.16
Lemme
Pour tout 0 < d <1, on a

5

1

Preuve.
Soit 0 < § < 1. Posons f5 = (1 — )% — 022 qui admet un minimum en z5 = ﬁ valant f%. Ainsi
on a

(1—1’)2251'2—%6, VGR

En multipliant par z2 Iinégalité, il vient

4
221 —x)? > ozt — 1_53:2, VeR.

Enfin l'inégalité de Young appliquée sur le dernier terme entraine

0
1-6

J

2 4
< JE—
z* < - +2(1_5)2,

0
2

ce qui permet de conclure. ]

B.2 Rappels d’analyse fonctionnelle

Dans ce paragraphe, nous rappelons les énoncés de théorémes d’analyse fonctionnelle qui sont
utilisés dans les chapitres I et II, notamment pour démontrer ’existence et 1’unicité des solutions
du probléme (I1.10).

Nous rappelons, tout d’abord, le lemme de Gronwall uniforme B.2.2 [16, 99]. Ensuite, quelques
inégalités sont données, en particulier les inégalités de Poincaré B.2.3 [16, 19], d’Agmon B.2.4 [2], et
celles issues des propriétés de régularité de 'opérateur Laplacien B.2.4 [99]. Enfin, nous rappelons
la notion d’espaces interpolés B.2.5 [72] avant de présenter un théoréme de compacité B.2.6 dont
la preuve est donnée dans [16].

Inégalité différentielle et lemmes de Gronwall

Théoréme B.2.1

Soient o et 3 deur constantes positives. Soit y une fonction de C*(RT,RT) wérifiant
linégalité différentielle
y'(t) +ay(t) < B

alors on a

s

Yt >0, y(t) <e *y(0)+ ”
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Théoréme B.2.2 (Lemme de Gronwall uniforme)

Soient a, b, y trois fonctions continues, positives définies sur [0, +oo[. On suppose que y
est dérivable et vérifie pour tout t > 0

y'(t) < a(t) + b(t)y(t).

On suppose de plus qu’il existe trois constantes C1, Co, C3 telles que pour tout t > 0 on
ait

t+1 t+1 t+1
/ a(s)ds < C1, / b(s)ds < Co, / y(s)ds < Cs,
t t t

alors pour tout t > 0, on a [’estimation

y(t) < (max(y(0),Cs) + C1)e.

Inégalités fondamentales

Proposition B.2.3 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger)

Soit Q un ouvert connexe borné lipschitzien de R, alors il existe une constante C telle
que pour toute fonction f de H'(Q), on a

1
’f‘m/ﬂfdf”

< CIVfle-
Hl

Proposition B.2.4

Soit Q un ouvert de R?, borné, conneze, de classe Cb'.

0
~ II existe une constante C telle que pour toute fonction f € H2(Q) vérifiant —f =0 sur

on
T', ona
1
‘f - / fdx| < C|Af|2 (régularité du laplacien).
|Q| Q H2
~ I existe une constante C telle que pour toute fonction f € H?, on a les inégalités
d’Agmon

11
en dimension 2, |f[;. < C|f|{2|flfe

103
en dimension 3, |f[;. < C|f|{2|fl{e-
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Interpolations et compacité
Théoréme B.2.5

Soient X et'Y deux espaces de Hilbert séparables. On suppose que X s’injecte de facon
continue et dense dans Y.

1. Pour tout X, Y, 0 €0,1], on a

1-0
|u|[X,Y]9 < Julx " uly

ot [X, Y]y est Uespace interpolé d’ordre 6 de X etY.
2. Soit Q un ouvert régulier de R?, s1 < sy deur réels positifs et 6 € [0,1], on a
[HSQ (Q)7 5! (Q)]O _ H(1—0)82+951 (Q)

Théoréme B.2.6 (Théoréme d’Aubin-Lions-Simon)

Soient By C By C By trois espaces de Banach. On suppose que l’injection de Bi dans
By est continue et que linjection de By dans By est compacte. Soient p, r tels que
1 <p,r <400. PourT >0, on note

d
Ep,r = {’U € Lp(07T7 BO)) di,;} € LT(Oa T, BQ)} :

- Si p < +oo, linjection de E,, dans LP(0,T, B1) est compacte.
~ Sip=+o0 et sir > 1, Uinjection de E,, dans C°([0,T], B1) est compacte.
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Annexe C

Relations de sauts aux interfaces

On considére un systéme diphasique en écoulement incompressible, isotherme, sans changement de
phase au sein d’un domaine régulier €2, de frontiére I'. Si les zones de transitions entre les phases
sont considérées infiniment fines (représentation de Gibbs), I’évolution de ce systéme est gouvernée
par les équations de bilan de masse et de quantité de mouvement a l'intérieur de chaque phase et
par leur relation de saut aux interfaces. Nous allons dans cette annexe déterminer ces relations de
sauts.

Tout d’abord, écrivons les équations de Navier-Stokes pour un écoulement incompressible com-
posé d’une seule phase, vérifiées par la vitesse u, la pression p et la masse volumique g, sur le
domaine (2

do

-e = A1
0+ V(ou) =0, (1)
dou
o T Vleuw) = V- (7) + og (C.2)
oit 7 = —pld+n(Vu+Vul) est le tenseur de contrainte, 7 la viscosité dynamique, g accélération de

la pesanteur. On associe au systéme d’équations (C.1)-(C.2) des conditions initiales et des conditions
aux limites sur I' satisfaites par la vitesse et la pression.

Considérons maintenant un systéme composé de deux phases 7 et j et notons I;; l'interface
entre les deux phases (figure C.1). On introduit une paramétrisation de l'interface I;;

X =Gi(v,w,t), Y =Ga(v,w,t), Z=Gs(v,w,t)

ainsi que la vitesse de l'interface w

. aGl(’U,'lU,t) 8G2('U,'w,t) 6G3(an7t) '
“- o ot o '

Pour décrire le sytéme diphasique, écrivons les équations (C.1) et (C.2) au sens des distributions.

Nous rappelons les formules de dérivation au sens des distributions pour une fonction infiniment
dérivable sauf en I;;. On note {} la distribution de la fonction dérivée usuelle et [J7 le saut de la
fonction & l'interface I;;.
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Iij phase ¢

Fia. C.1 — Systéme diphasique

Proposition C.0.1

Soient f une fonction scalaire et A une fonction vectorielle, qui sont indéfiniment déri-
vables dans R® x R sauf sur une hypersurface I; de vitesse w. Les formules de dérivation
au sens des distributions sont :

0 0 j
afk - {aafk} + [0,
of _ [of j
ot {Ot} - [fw : ”]zé(ft),

Vf={Vf}+ [fn]lo(n),
V-A={V A} + [A-n]l6(L).

En prenant 'équation (C.1) au sens des distributions, il vient

{?)f + V(@“)} — [o]Jw - nijd(Lij) + [ou - ni;]16(IL;;) = 0. (C.3)

De méme, on obtient pour ’équation (C.2)

Jdou i j
{agt + V(ouu) = V- (1) + 99} + [ou(u — w) - nig]16(Liji) = [7145]70(Lij) + Fgny pacique  (C-4)

ou F?

sur facique €St la force de tension de surface modélisée par

loa

sur facique — O R + Vs -0,

avec o la tension de surface et x la courbure de l'interface [31, 105].
Ainsi on obtient des équations vérifiées dans chacune des phases

0
% + V(orur) =0,

0ol
Okl 4 V(okurur) — V- (1%) + 0rg = 0,

ot
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ou k =i ou j. De plus, comme on suppose que 1’écoulement est incompressible, il vient finalement
pour k =i ou j
V- U = O,
ouy,
o gy +un-Vug | =V (k) + kg = 0.

Des équations (C.3) et (C.4), on obtient les relations de sauts suivantes a l'interface I;;

[o(u —w) - ny] =0, (C.5)
[ou(u = w) - nig] = [Tni5] + F facique- '
Si on suppose qu’il n’y a pas de transfert de masse a 'interface, la premiére relation de saut entraine
0i(u; —w) - nyj = pj(uj —w) - ny; = 0. (C.6)
Comme les masses volumiques sont non nulles, il vient

uj-nij:w-nij:ui-mj.

De plus, si on suppose que la tension de surface est constante alors la divergence surfacique de o
est nulle. En utilisant les équations (C.5) et (C.6), on a

(15 — Ti)nij + okng; = 0.

Finalement, les vitesses normales sont continues & l'interface I;; et le saut du tenseur de contrainte
normal dépend de la force de tension de surface.
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Annexe D

Angles de contact et triangle de
Neumann

On considére une bulle piégée entre deux phases liquides stratifiées (figure D.1). On note 61, 62, 03
les angles de contact entre les trois phases qui sont liés par la relation

01 + 0 + 03 = 2. (D.1)

On propose ici d’établir les relations entre les tensions de surface et les angles de contact ainsi
que les positions des interfaces, considérées infiniment fines, a I’équilibre lorsqu’il y a existence des
points triples [87, 89].

FiGg. D.1 — Lentille piégée entre deux phases liquides stratifiées

A TD’équilibre, la résultante des forces appliquées au point triple est nulle. Par conséquent, la
somme des composantes des forces suivant la direction de chaque interface est nulle. En considérant
que les interfaces sont rectilignes au voisinage du point triple, on obtient

012 + 013 cos b1 + 093 cos By = 0, (D.2)
012 cos 1 + 013 + 093 cos 3 = 0, (D.3)
012 cos By + 013 cos B3 + o953 = 0. (D.4

Comme les angles sont liés par la relation (D.1), le déterminant des coefficients s’annule

1 cosfy cosby
cos 01 1 cosf3| = 0.
cosfly cosbs 1

Ainsi une équation du systéme (D.2)-(D.4) se déduit des deux autres.
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En multipliant (D.2) par cosfs et (D.3) par cosfsy, puis en soustrayant les deux équations
obtenues, il vient
o12(cos B3 — cos by cosb2) = o13(cos by — cos O cos b3).

Grace a la relation (D.1), on remarque
cos By = cos(2m — 61 — 03) = cos by cos f3 — sin 0y sin O3,
cos 03 = cos(2m — 01 — 02) = cos by cos fa — sin 0 sin 0.

Ainsi, on obtient
012 013

sinfs  sinfy’

Par permutation, on a finalement la relation suivante

012 013 023

sinf;  sinfy  sinf;’

appelée relation de Young.
De plus, en multipliant (D.2) par 12 et (D.3) par 013, puis en additionnant les deux équations
obtenues, il vient

20’130’12 cos01 = *0'%2 — 0'%3 — 0'23(0'12 COS¢92 + 013 COS(93).

On utilise alors (D.4) pour avoir

2 2 2
Oba — Oy — O
cosfy = 21213 (D.5)
2012013

De méme, les angles 02 et 63 vérifient

2 2 2
0% — 0% — O
cos By = 13 12 23 (D.6)
20120923
2 2 2
0%y — 0% — O
cosfy = A2 13 723 (D.7)
2013023

Des équations (D.5)-(D.7) on constate que les tensions de surface et les angles m — 61, ™ — 0 et
m — 03 sont reliés entre eux comme les cotés et les angles d’un triangle, appelé triangle de Neumann
(figure D.2).

012

FiGc. D.2 — Triangle de Neumann

Comme les tensions de surface forment les cotés d’un triangle, elles doivent satisfaire les inéga-

lités suivantes
012 < 013 + 023,

o013 < 012 + 0923,

093 < 012 + 013.
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Pour qu'il existe des points triples a 1’équilibre, il faut que ces inégalités soient satisfaites.

Si on considére le cas limite o159 = 013 + 093 alors les angles sont §; = 8 = 7 et 03 = 0. Dans
ce cas, la phase 3 s’étale totalement entre les phases 1 et 2.

On définit le coefficient S; par

S; = 0ji — 04 — Oik, avec (4,7, k) deux & deux distincts

appelé paramétre d’étalement. Si S; est négatif alors I’étalement est partiel et il y a existence des

points triples & ’équilibre. Si \S; est positif ou nul ’étalement est total. La phase i s’étale entre les
deux autres phases, il n’y a pas de points triples a ’équilibre (figure D.3).

1 1 @ 1 1
RO

2 2 2 @ 2
étalement partiel

étalement total étalement total étalement total
. . S3 >0 S >0 Sy >0
S1 <055 <0555 <0 S; < 0;8 <0 Sy < 0;85 <0 Sp < 0;83 <0

Fi1G. D.3 — Etalement partiel ou total d’une phase entre deux autres

Dans le cas d’un étalement partiel, nous avons vu comment les angles de contact sont liés avec
les tensions de surface. Nous allons maintenant déterminer les positions des interfaces. A I’équilibre
la lentille adopte une forme donnée par Uintersection de deux disques, notés Ci, Co (figure D.4).
Nous allons chercher les rayons des disques C; et Co ainsi que la position de leur centre.

Cy
/ ’ \
/' \.
4/' \.
! 2 \'\
i /
i i
i i
\ i
| /
X !
A 71 Al '//
\ ~ /
g 9 X
I’l Q2 A2 \'\
/ ‘\.
i |
! i
\ i
\‘\‘ Tl /'l l
\‘ 7/
C1 N o
2
(G:0)
L

F1G. D.4 — Intersection des deux disques formant la lentille dans le cas d’un étalement partiel
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ANNEXE D. ANGLES DE CONTACT ET TRIANGLE DE NEUMANN

On définit les angles 1 et v, par y1 = 7 — 01 et v2 = m — 6, (figures D.1 et D.4). On introduit
[ la hauteur de la partie plane de l'interface entre la phase 1 et 2 et L la largeur du domaine. En
supposant que la lentille est initialement sphérique, son aire est définie par

A =mr.

On note Ay 'aire de la partie de la lentille qui est au-dessus de ’ordonnée [ et Ao celle en dessous
de l'ordonnée . On calcule l'aire A; de la maniére suivante (figure D.5)

mriy; 75 sin7y;
—— —2(r; cosy; -

A, =
’ T 2

) = 77 (7i — sin i cos ;). (D.8)

FiGg. D.5 — Disque C; formant une des deux parties de la lentille

On utilise alors la loi de Laplace (§IV.2 systéme (IV.1)) pour obtenir une relation entre les
rayons r; et ro. Dans le cas de I’étalement partiel, les sauts de pression sont

p1—p2 =0,
013
pP3—pP1=—,
1
023
pP3—P2=—,
T2
ce qui entraine
023
ro = —ri. (D.g)
013

En utilisant (D.8) et (D.9) et en notant que A = A; + Az, on obtient

N[

A
T =
! (71 —sin~y; cosy1 + 222 (72 — sinyg cos ’Y2)>

013
023
rg = —"T1.
013

L
Enfin, les coordonnées des centres des disques C; et Co sont respectivement (5; h —rycosvyy) et

L
(5; h + rg cosy2).
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Annexe E

Critéres pour ’ascension d’une bulle
dans un bain stratifié

On s’intéresse a 1’ascension d’une bulle dans un bain stratifié. Lors de sa montée la bulle peut soit
rester piégée dans l'interface liquide/liquide, soit pénétrer dans la phase légére. Lorsque la bulle

a traversé 'interface, elle peut entrainer dans son sillage de la phase lourde dans la phase 1égére
(figure E.1).
L’indice 1 référe & la bulle, 'indice 2 & la phase lourde et 'indice 3 & la phase légére.

®

2 2 2
bulle piégée passage de la bulle passage de la bulle
sans entralnement avec entralnement

Fig. E.1 — Différents comportements d’une bulle dans un bain stratifié

Greene et al.[50] proposent des critéres sur le volume minimal que doit avoir la bulle pour
pénétrer dans la phase 1égére et pour entrainer de la phase lourde dans la phase légére. Pour établir
ces critéres, les auteurs supposent que

— l’écoulement est monodimensionnel dans la direction verticale;

— les forces d’inertie et visqueuses sont négligées par rapport aux forces de flottabilité, et de

tension de surface;

— la symétrie est cylindrique autour de l'axe vertical.

Pour établir le critére sur le passage de la bulle, on suppose que celle-ci est soumise seulement
a la force de flottabilité qui tend & la faire monter et & la force de tension de surface qui tend & la
retenir dans l'interface.
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ANNEXE E. CRITERES POUR L'ASCENSION D’UNE BULLE DANS UN BAIN STRATIFIE

La force de flottabilité décroit lorsque la bulle passe du liquide lourd au liquide léger tandis que
la force de tension de surface augmente lorsque la bulle monte c’est-a-dire lorsque ’angle 8 passe

de 0 a g sur la figure E.2.

3
2
0
3
2
0

/

Fi1c. E.2 — Passage d’une bulle & travers une interface liquide/liquide

La bulle pénétre dans la phase légére si la force de flottabilité est plus importante que la force
de tension de surface. Ainsi pour établir le critére, on considére la configuration ou la force de

T
flottabilité est minimale et la force de tension de surface est maximale c¢’est-a-dire 6 = 5

En notant V7 le volume de la bulle, la force de flottabilité est égale & (93 — 01)Vigy. Calculons
maintenant la contribution de la force de tension de surface , notée f,, ol seulement la composante
verticale intervient (figure E.3). En effet, la force de tension de surface se compense au niveau du
cylindre entre deux points diamétralement opposés ainsi que sa composante horizontale au niveau
de la demi-sphére. En notant A la surface ou s’applique la force f, et r le rayon de la bulle, il vient

2 2
fo = / o93k(1 - §)yds = —oa3 - — - 27r/ r?sinf cos 07 df = —2mo93ry.
A r 0

Finalement, la bulle pénétre dans la phase légére si
(03 — 01)V1g — 2mo3r > 0.
Comme on considére une bulle sphérique, on a
Vi=-mre,

ce qui entraine

3 3
(03 — 01)V1ig — 20923 <4V1> >0
v
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FiGc. E.3 — Application de la force de tension de surface

c’est-a-dire .
2

27 (%)% 0923

Vi >
! (93 - Ql)g

Par conséquent, la bulle pénétre dans la phase légére si son volume Vi est supérieur &
L 3
ES 2
V. — 2T (%) 3 g923
g (03 —01)9
Dans [50], un deuxiéme critére portant encore sur le volume de la bulle est donné afin de prédire
I’entrainement de la phase lourde dans la phase légére. Pour cela, on considére le systéme représenté
sur la figure E.4. On note V5 le volume du fluide lourd entrainé et ry le rayon de la colonne formée
par le liquide lourd.
On suppose que la bulle et le liquide lourd entrainé sont soumis seulement & la force de flottabilité
et & la force de tension de surface. Pour cette configuration, la force de flottabilité est égale a
(Vi(os — 01) — Va(o2 — 03)) gy La force de tension de surface s’applique seulement sur le liquide
lourd puisque la bulle a traversé U'interface.
Il y a entrainement lorsque le force de flottabilité est plus importante que la force de tension de
: . s
surface qui est maximale lorsque l'angle § égale — (figure E.4). En reprenant la méme démarche
que pour le critére précédent, la force de tension de surface est égale & —2mwoo3ray.
T
On suppose que Vo > fﬂrg’ lorsque 3 = —. D’apreés des observations expérimentales, le diamétre

de la colonne est & peu preés celui du diamétre de la projection de la bulle sur la surface au repos.
On fait ’approximation suivante entre ry et V

1
3 3
T2 = (47_‘_‘/1> Sa

ol S est une fonction qui représente le rapport entre le diamétre de la projection de la bulle sur la
surface au repos et celui de la sphére de volume équivalent

S = 1 pour une bulle sphérique,

S > 1 pour une bulle ayant la forme d’une calotte sphérique.
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ANNEXE E. CRITERES POUR L'ASCENSION D’UNE BULLE DANS UN BAIN STRATIFIE

Fic. E.4 — Entrainement de la phase lourde par la bulle

Finalement, il y a entrainement si

(Vi(oz — 01) — Va(o2 — 03)) g > 2moa3rs.

En utilisant les relations entre 73, Vo et Vi précédentes, on a

N

27r023(4i)%5

3

Vi >

ol

glos — 01 — % (02 — 03)]

Finalement, il y a entrainement de la phase lourde dans la phase legére si le volume de la bulle est

supérieur a
3
Amorgs ()3 2
Ver= 2(15) pour S =1,
gl303 — 201 — 02]

N|w

Oz ()38
Vg = 23(iz) > V.1 pour S > 1.
glos — 01 — %(92 — 03)]

3

ol
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Annexe F

Parameétres physiques et numériques des
simulations présentées

Dans cette annexe, nous listons les paramétres physiques et numériques pour les simulations pré-
sentées dans ce document.

Pour chaque figure, nous précisons tout d’abord le domaine de calcul, la géométrie qui peut
étre cartésienne ou axisymétrique, l'initialisation des parameétres d’ordre et les conditions au bord
(figure F.1). Les autres inconnues sont initialisées & 0 sauf dans certain cas ou ce sera mentionné.
Nous donnons ensuite les parameétres physiques utilisés dans la simulation qui sont selon les études :

Iy

I I's

Iy

FiGg. F.1 — Domaine d’étude

les tensions de surface [012, 013, 023) en N.m ™1,
~ les masses volumiques [o1, 02, 03] en kg.m~3,
— les viscosités [n1, 12, n3] en Pa.s,
— les chaleurs massiques [c,,, Cpy, Cps] €D Jkg LK1,
les conductivité thermiques [A1, A2, A3] en W.m~L.K
Enfin, nous détaillons les parameétres numériques :

— le pas de maillage [h] en m,

— le pas de temps [At] en s,

— D’épaisseur d’interface [¢] en m,

— la définition de la mobilité [mobilité] (constante ou dégénérée) notée

-1

CTE si Mo = M,
DEG-EXPL si My" = My(c™) = M(1 — c})?(1 — c5)*(1 — ¢§)?,
DEG-IMPL  si My"™ = My(c"™!) = M(1 — ftH)2(1 — 5 T™)2(1 — 52,

le coefficient M [M],
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ANNEXE F. PARAMETRES PHYSIQUES ET NUMERIQUES DES SIMULATIONS PRESENTEES

— le potentiel de Cahn-Hilliard F' [F] noté

. by by by
Fy siF=F= ?10%(1—01)2—1-7203(1—02)24-736%(1—%)2,
ﬁg siF = ﬁo = Ulgcfcg + 0'130%0?3 + 023c§c§,

Fy ternaire si F' = Fy et résolution du modeéle (I.39) proposé dans [70],
Fi si F = Fpg=Fy+ P = Fy+3Acicic3,

— la discrétisation en temps des dérivées partielles de Fy dans les équations de Cahn-Hilliard
[discr. Fp] notee

IMPL lorsqu’on résout les équations (II1.24) avec F' = Fyy ou F = Fy,
SEMI-IMPL lorsqu’on résout les équations (II1.25) et F' = Fy,

— la discrétisation en temps des dérivées partielles de Fy o dans les équations de Cahn-Hilliard
[discr. Fa] notée

IMPL lorsqu’on résout les équations (II1.24) avec F' = F} o,
SEMI-IMPL lorsqu’on résout les équations (II1.40) et F' = Fj g,

— la méthode de résolution des équations de Navier-Stokes [méthode NS| notée
AL lorsqu’on utilise la méthode de Lagrangien augmenté décrite dans le paragraphe I11.3.2.a,
IPy, lorsqu’on utilise la méthode de projection incrémentale décrite dans le paragraphe
I11.3.2.b, en approchant BM~'B” par L
IPn, lorsqu’on utilise la méthode de projection incrémentale décrite dans le paragraphe
I11.3.2.b, en approchant BM~'B” par BM, 'B”
PPy, lorsqu’on utilise 1a méthode de pénalité-projection décrite dans le paragraphe I11.3.2.c,
en approchant BM~'B7 par L
PPy, lorsqu’on utilise la méthode de pénalité-projection décrite dans le paragraphe I11.3.2.c,
en approchant BM~'B7 par BMZ_IBT

— le paramétre d’augmentation r |r|.

Les termes entre crochets correspondent aux désignations utilisées dans la suite.
Nous résolvons le systéme de Cahn-Hilliard avec les inconnues (c1, 2, i1, 42), le couple (cs, u13)

est calculé par
33 33
=1—c¢ — =—|=u + = :
c3 €1 —C2, M3 <21M1 5, M2>

F.1 Paramétres des résultats du Chapitre 1

e page 36, Figure 1.4

Initialisation :
domaine [0;0.1] x [0.02;0.08]
géométrie 2D cartésienne

phase supérieure | ¢; = 3 + 3 tanh (% min(y/(z — 0.05)2 + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05))
phase inférieure | co = 3 + § tanh (% max(y/(z — 0.05)2 + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05))

lentille c3=1—c1 —co
conditions au bord Vei-n=My(c)Vui-n=0sur ' UTo UT3UTy
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F.1. PARAMETRES DES

RESULTATS DU CHAPITRE 1

Parameétres physiques :

012 013 023
1 1 1
Parameétres numériques :
h At € mobilité M F  discr. Fy
8310% 1 2510 CTE 107° F, IMPL

e page 37, Figure 1.5

Initialisation :
domaine [0;0.1] x [0.02;0.08]
géométrie 2D cartésienne

phase supérieure

phase inférieure

lentille
conditions au bord

¢1 = % + 5 tanh (g min(+/(z — 0.05)2 + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05)
¢y = % + S tanh (g max(y/(z — 0.05)%2 + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05)

C3:1—61—CQ
VCi'n:Mo(C)V/J,i‘n:OSUI‘FlLJFQUrgUF4

)
)

Parameétres physiques :

J12 013 023
1 1 1
Paramétres numeériques :
h At € mobilité M F discr. Fy
831073 1 4. 107% CTE 1.3107% Fj ternaire = IMPL
83103 1 25103 CTE 1079 ?0 IMPL
0

e page 37, Figure 1.6

Initialisation :
domaine [0;0.1] x [0.02;0.08]
géométrie 2D cartésienne

phase supérieure

phase inférieure

lentille
conditions au bord

¢1 = % + 5 tanh (g min(+/(z — 0.05)2 + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05)
¢y = % + S tanh (2 max(y/(z — 0.05)%2 + (y — 0.05)2 — 0.012, y — 0.05)

C3:1—61—CQ
Vci~n:Mo(c)V,ui‘n:OsurF1UF2UF3UF4

)
)

Parameétres physiques :

012 013 023
1 1 1
Paramétres numériques :
h At € mobilitée M F  discr. Fj
831070 | 95408 OTE 109 A IMPL
551073 ‘ 0
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ANNEXE F. PARAMETRES PHYSIQUES ET NUMERIQUES DES SIMULATIONS PRESENTEES

e page 45, Figure 1.8

Initialisation :
domaine [0;0.1] x [0.02;0.08]
géométrie 2D cartésienne

phase supérieure | ¢; = 3 + 3 tanh (% min(y/(z — 0.05)2 + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05))
phase inférieure | c; = 5 + 3 tanh (% max(y/(z — 0.05)2 + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05))

lentille c3=1—c1 —co
conditions au bord Vei-n=My(c)Vpu;-n=0sur 'y UT2 UT'sUTy

Paramétres physiques :

012 013 023
3 1 1

Paramétres numeériques :

h At € mobilité M F discr. Fy
83103 0.02 2510° CTE 5310°% F,_, IMPL

e page 45, Figure 1.9

Initialisation :
domaine [0;0.1] x [0.02;0.08]
géomeétrie 2D cartésienne

phase supérieure | ¢; = 3 + 1 tanh (% min(y/(z — 0.05)2 + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05))
phase inférieure | ¢y = 1 + 3 tanh (% max(y/(z — 0.05)% + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05))

lentille c3=1—c1—cy
conditions au bord Vei-n=My(c)Vu;-n=0sur 'y UT2 UT'3UTYy

Parameétres physiques :

012 013 023

3 1 1
Paramétres numériques :
h At € mobilité M F discr. Fy discr. Fa
F IMPL
-3 —4 -3 -10 0

8.3 10 5. 10 2.5 10 CTE 2.7 10 Py IMPL
e page 47, Figure 1.10
Initialisation :

domaine [0;0.1] x [0.02;0.08]

géométrie 2D cartésienne

phase supérieure | ¢; = 3 + 3 tanh (% min(y/(z — 0.05)2 + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05))
phase inférieure | co = 3 + 3 tanh (% max(y/(z — 0.05)2 + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05))

lentille c3=1—c1 —co
conditions au bord Vei-n=My(c)Vui-n=0sur ' UTo UT3UTy
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F.1. PARAMETRES DES RESULTATS DU CHAPITRE 1

Parameétres physiques :

012 013 023

1 05 0.55
Paramétres numériques :
h At 3 mobilitée M F discr. Fy discr. Fi
Fi IMPL
-3 -3 -9 0
8.3 10 1 2510 CTE 10 Fyn IMPL
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F.2 Paramétres des résultats du Chapitre 3

e page 90, Figure III.1

Initialisation :
domaine [0;8.4 1073] x [0;6.3 10~2]
géométrie 3D axisymétrique
bulle ¢ = 1 + L tanh (—g(\/r2 T (z—1.05 1022 — 4.2 10*3))

phase légere
phase lourde
conditions au bord

co =%+ L tanh (2(2 —2.94 1072))
c3=1—c1—cy
Vei-n=My(e)Vu;-n=0sur ' UTy UT3UTYy

u-n=0sur 'y UT'yUTs et 2nD(u)n — pn =0 sur I'y

Parameétres physiques :

012 013 023 Q1 02 03 m 2 3
0.07 0.07 0.1 1 1000 1500 10=* 0.1 0.15
Parameétres numériques :
h At € mobilité M F discr. Fy méthode NS r
10-3 IMPL
3.1074 6.310~* DEG-IMPL 21107° Fy SEMI-IMPL PPL 1
104 IMPL
SEMI-IMPL
e page 97, Figure II1.2
Initialisation :
domaine [0;8.4 107%] x [0;6.3 1072
géométrie 3D axisymétrique
bulle c1 =%+ btanh (~2(\/r7+ (105 1022 - 4.2 10°%))
phase légére co = % + %tanh (%(z —2.94107%))
phase lourde c3s=1—c1 —c
conditions au bord Vei-n=My(c)Vp;-n=0sur 'y UTo UT3UTYy
u-n=0sur 'y UT9UT3 et 2nD(u)n — pn = 0 sur I'y
Paramétres physiques :
012 013 023 Q1 02 Q3 m 2 3
0.07 0.07 0.1 1 1000 1500 10=* 0.1 0.15
Paramétres numeériques :
h At € mobilité M F discr. F, méthode NS r
10-3 IMPL
3. 1074 6.310~* DEG-IMPL 2.1107° F,_1 SEML-IMPL PPy, 1
10-4 3 IMPL
SEMI-IMPL
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F.2. PARAMETRES DES RESULTATS DU CHAPITRE 3

e page 98, Figure II1.3 et Figure I11.4

Initialisation :

domaine [107°;1.25 107%] x [0;7. 1072]

géométrie 3D axisymétrique
bulle e1 =%+ Stanh (~2(\/77+ (= 175 102 = 5. 10°9))
huile ¢y = 3 + % tanh (%(z —3.107%))
eau c3=1—c1—co

conditions au bord Vei-n=My(c)Vp;-n=0sur 'y UTo UT'3UTy
u-n=0sur 'y UT9 UT3 et 2nD(u)n —pn = 0 sur I'y

Paramétres physiques :

012 013 023 01 02 03 m 72 UE
0.02 0.07 0.03 1.29 970 1000 1.8510=° 0.05 0.001

Parameétres numériques :

h At € mobilité M
2.107*<h<6.100* 5.100* 10~? DEG-IMPL 6.710°°

F discr. F méthode NS r
FA:%o SEMI-IMPL PPy, 100

Le maillage est plus fin autour de l'interface liquide/liquide (0.04 < z < 0.055) et dans la colonne
0 <r <0.008.

e page 104, Figure IIL.5

Initialisation :
domaine [—8.5 1073;8.5 1073] x [0;0.034]
géométrie 2D cartésienne
bulle ¢1 = % + 5 tanh (—%(\/xz + (y — 8.5 1073)2 — 4.25 10*3)>
Cy = 0
phase liquide cs=1—c —c
conditions au bord Vei-n=My(c)Vu;-n=0sur ' UTy UT3UTYy
u-n=0sur'tUl'setu=0sur 'y UIy

Parameétres physiques :

012 013 023 01 02 03 m 72 73
0.07 0.07 0.07 1 1 1000 1291072 0.129 0.129

Parameétres numériques :

h At € mobilité M F  discr. Fy méthode NS r
34103 102 6.810° DEG-EXPL 2.10° F, IMPL AL 500
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e page 105, Figure III.6

Initialisation :
domaine [—8.5 1073;8.5 1073] x [0;0.034]
géométrie 2D cartésienne
bulle ¢1 = % + 5 tanh (—%(\/xz + (y — 8.5 1073)2 — 4.25 10*3)>
phase lourde co=1—¢1 —c3
phase légere c3 = 3 + 1 tanh (%(y —2.55 107%))
conditions au bord Vei-n=My(c)Vu;-n=0sur 1 UTy UT3UTYy
u-n=0sur'yUl'setu=0sur 'y UIy

Parameétres physiques :

012 013 023 01 02 03 m T2 13
0.07 0.07 0.07 1 900 1000 1.2910~2 0.129 0.129

Parameétres numériques :

h At € mobilité M F  discr. Fy méthode NS r
56 10° 1073 6.81073 DEG-EXPL 2.107° F, IMPL AL 500

e page 112, Figure II1.7; page 113, Figure II1.8

Initialisation :
domaine [0;4. 1073] x [0;8. 1077]
géométrie 2D cartésienne
bulle ¢ =1+ % tanh (—g(\/(x —2.1073)2 4+ (y—2.1073)2-17.9 10—4))
co =0
phase liquide cz3=1—c—co
conditions au bord Vei-n=My(c)Vp;-n=0sur 'y UTo UT'3UTYy
u-n=0surI'TUl'setu=0sur 'y Uy

Parameétres physiques :

012 013 023 01 Q2 03 m 72 13
0.07 0.07 0.07 1 1 1000 4.58 10~% 0.0458 0.0458

Parameétres numériques :

h At € mobilité M F discr. Fy; méthode NS r
AL 100
TPy,

1074 1073 2.10* DEG-EXPL 1.310% F, IMPL IPr,
PPr, 1
PPy, 100
PPy, 100
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e page 115, Figure II1.10
Initialisation :
domaine [0;7.65 10~2] x [0;1.275 10~ 2]
géométrie 3D axisymétrique
bulle ¢ =1+ Ltanh (—g(\/r2 T (z—1.275 102)2 — 4.25 10—3))
Cy = 0
liquide C3 = 1-— C1 — Cy
conditions au bord Vei-n=My(c)Vp;-n=0sur 'y UTo UT'3UTYy
u-n=0sur 't UT3, u =0 sur I'y et 2nD(u)n —pn =0 sur 'y

Paramétres physiques :

012 013

023 01 Q2 03 m 72 13

0.07 0.07

007 1 1 1000 1.2910°3 1.2910°! 1.2910°!

Paramétres numériques :

h At € mobilité M

261071 <

h<6810"% 103 5.100% DEG-EXPL 2.710°°

F  discr. Fy méthode NS r
Fy, IMPL PP, 10

Le maillage est plus fin dans la colonne 0 < r < 0.0068.

e page 116, Figure III.11

Initialisation :
domaine [0; 1] x [0; 1]
géométrie 2D cartésienne

ellipse

conditions au bord

¢1 =1+ Ltanh (—%(\/ﬁ(:ﬂ —0.5)2 + ok (y — 0.5)% — 0.4))
Co =0
C3 = 1-— C1 — Co
Vei-n=My(c)Vp;-n=0sur 'y UTo UT3UTYy

Parameétres physiques :

012 013 023

1 1 1
Parameétres numériques :
h At € mobilité M F  discr. Fj
141072 1 0.028 DEG-EXPL 4.710% F, IMPL
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e page 116, Figure IT1.12

Initialisation :
domaine [0;1] x [0;1]
géométrie 2D cartésienne
ellipse c1 = 3 + 3 tanh (—%(\/O%(a; —0.5)2 4 g4(y — 0.5)2 — O.4)>
co=0
C3 = 1— C1 — Co
conditions au bord Vei-n=My(c)Vp;-n=0sur 'y UT2 UT'3UTYy

Paramétres physiques :

012 013 023

1 1 1
Parameétres numériques :
h At € mobilité M F discr. Fy
4.7 1073
1.4102 1 0.028 DEG-EXPL 4.710~* F, IMPL
4.7107°
e page 117, Figure I11.13
Initialisation :
domaine [0;9.75 10~2] x [0;5.85 107 1]
géométrie 3D axisymétrique
bulle ¢1 =1+ Ltanh (_g(w T (z 9751022 —3.25 10—2))
co=0
liquide C3 = 1-— C1 — Cy
conditions au bord Vei-n=My(c)Vp;-n=0sur 'y UT2 UT'3UTYy
u-n=0sur 'y UT3, u =0 sur I'y et 2nD(u)n —pn =0 sur 'y

Paramétres physiques :

012 013 023 01 02 03 m 2 UE!
0.07 0.0 0.07 1 1 1000 1531072 1.53 1.53

Parameétres numériques :

h At € mobilité M
3.4107°1%
, o 4 3.4107°
2.1073< h <5210 10 3.9 10 DEG-EXPL 3.4 10-5
3.410°7

F discr. F; méthode NS r
Fy, IMPL PPy, 10

Le maillage est plus fin dans la colonne 0 < r < 0.052.
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RESULTATS DU CHAPITRE 3

e page 118, Figure III.14

Initialisation :
domaine [0;0.1] x [0.02;0.08]
géométrie 2D cartésienne

phase supérieure

phase inférieure

lentille
conditions au bord

c1 = 1+ 1tanh (g min(/(z — 0.05)2 + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05)

¢y = 1 + Ltanh (2 max(+/(z — 0.05)% + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05))

c3=1—c1—cy
Vei-n=My(e)Vu;-n=0sur ' UTy UT3UTYy
u=0sur MUy UI'sUIy

Parameétres physiques :

Parameétres numériques

012 013 023 01 Q2 03 N T2 703
1 1 1 1 1 1 1 1 1

h At € mobilité M F  discr. F; méthode NS r
1.4 1073

-3
g ;010,4 1073 28103 DEG-EXPL 471077 F, IMPL AL 100
711074

e page 118, Figure II1.15

Initialisation :
domaine [0;0.1] x [0.02;0.08]
géométrie 2D cartésienne

phase supérieure

phase inférieure

lentille
conditions au bord

¢1 = 3 + 5 tanh (2 min(+/(z — 0.05)2 + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05)

¢y = % + 5 tanh (2 max(+/(z — 0.05)2 + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05)
C3 = 1-— Cl1 — C2
Vei-n=My(c)Vui-n=0sur ' UTo UT3UTy
u=0sur MU'y UT'sUTIy

)
)

Parameétres physiques :

012 013 023 Q01 Q02 03 M T2 73
1 1 1 1 1 1 1 1 1

Paramétres numériques :

h At € mobilité M F  discr. Fy méthode NS r
1073 3.1073
83107* 1072 25102 DEG-EXPL 6.10~7 F, IMPL AL 100
7.11074 2.110°3
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F.3 Parameétres des résultats du Chapitre 4

e page 123, Figure 1V.2; page 125, Figure IV.4; page 125, Figure IV.5; page 126,
Figure IV.6; page 127, Figure IV.7

- "Dimpled"
Initialisation :

domaine [0;4.95 1072] x [0;2.97 107 1]

géométrie 3D axisymeétrique
bulle ¢1 = % + 3 tanh (_g(w«? + (2 —4.951072)%2 — 1.65 10—2)>

Cy = 0
liquide C3 = 1-— C1 — Cy
conditions au bord Vei-n=My(c)Vp;-n=0sur 'y UTo UT'3UTYy
u-n=0sur 'y UT's, u = 0 sur I'y et 2nD(u)n —pn =0 sur I'y

Paramétres physiques :

012 013 023 01 02 03 m 2 73
0.07 0.0 0.07 1 1 1000 3.24 1072 324 3.24

Parameétres numériques :

h At € mobilité M
1003<h<26103 103 39103 DEG-EXPL 6.710°4

F  discr. F; méthode NS r

Fy, IMPL PPy, 10
Le maillage est plus fin dans la colonne 0 < r < 0.0264.
- "Ellipsoidal"

Initialisation :

domaine [0;1.275 1072] x [0;7.65 10~ 2]

géométrie 3D axisymétrique

bulle ¢y =1 + L tanh (—g(\/r2 T (- — 1275 10-2)2 — 4.25 10—3))
Cy = 0
liquide c3=1—c1 —co
conditions au bord Vei-n=My(c)Vp;-n=0sur [ UTy UT3UTYy
u-n=0sur 'y UT'3, u =0 sur I'y et 2nD(u)n —pn = 0 sur I'y

Parameétres physiques :

012 013 023 01 02 03 m 712 UE
0.07 0.07 0.07 1 1 1000 1.29 103 0.129 0.129

Parameétres numériques :

h At € mobilité M
261074 <h<6.810"* 1073 5.1107* DEG-EXPL 26 10°°

F discr. Fy méthode NS r
Fy,  IMPL PPy, 10
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Le maillage est plus fin dans la colonne 0 < r < 6.8 1073,

- "Skirted"
Initialisation :

domaine [0;9.75 10~2] x [0;5.85 1071]

géométrie 3D axisymétrique
bulle ¢1 =1+ Ltanh (_g(w T (z 9751022 — 3.25 10—2))

co=0
liquide C3 = 1-— C1 — Cy
conditions au bord Vei-n=My(c)Vp;-n=0sur 'y UTo UT'3UTYy
u-n=0sur 'y UT3, u =0 sur I'y et 2nD(u)n —pn =0 sur T'y

Parameétres physiques :

g12

013 023 01 Q2 03 m 2 UE!

007 0.07 007 1 1 1000 1.5310~2 1.53 1.53

Paramétres numériques :

h At € mobilité M

2.1003<h<5210% 1073 3.910% DEG-EXPL 3410°°

F discr. Fy; méthode NS r
Fy, IMPL PP, 10

Le maillage est plus fin dans la colonne 0 < r < 0.052.

e page 124, Figure IV.3

Initialisation :

domaine [0:9.75 10 2] x [0;5.85 10 1]

géométrie 3D axisymétrique
bulle ¢ = 1 + 1 tanh (_gmﬂ T (29751022 — 3.25 10*2))

Cy = 0
liquide cs=1—c1 —c
conditions au bord Vei-n=My(c)Vui-n=0sur ' UTo UT3UTy
u-n=0sur 'y UT3, u =0 sur I'y et 2nD(u)n —pn =0 sur I'y

Parameétres physiques :

012

013 023 01 02 03 m )2 73

0.07 0.07 007 1 1 1000 1.5310~2 1.53 1.53

Parameétres numériques :

h At € mobilité M
3.4 1074
3 3 3 3 3.4107°
2.1003< h <5210 10 3.9 10 DEG-EXPL 54 10-6
3.4 1077

F discr. Fy méthode NS r
Fy,  IMPL PPy, 10

197




ANNEXE F. PARAMETRES PHYSIQUES ET NUMERIQUES DES SIMULATIONS PRESENTEES

Le maillage est plus fin dans la colonne 0 < r < 0.052.

e page 129, Figure IV.8; page 129, Figure IV.9

Initialisation :
domaine [0;0.072] x [0; 0.432]
géométrie 3D axisymétrique
bulle ¢1 = 3 + 5 tanh (—g(\/rz + (2 —0.072 — 0.024))
Cy = 0
liquide C3 = 1-— C1 — C2
conditions au bord Vei-n=My(c)Vu;-n=0sur ' UTy UT3UTYy
u-n=0sur 'y UT'3, u =0 sur I'y et 2nD(u)n —pn = 0 sur I'y

Parameétres physiques :

012 013 023 01 Q2 03 m 2 73 ]
0.07 0.07 007 1 1 1000 5.410=° 5.41073 5.410°3

Paramétres numeériques :

h At € mobilité M F  discr. Fy méthode NS r
9.10~* 1073 3.210° DEG-EXPL 4.10~' F, IMPL PPy, 10

e page 130, Figure IV.10; page 130, Figure IV.11

Initialisation :
domaine [0;0.072] x [0;0.432]
géométrie 3D axisymétrique
bulle calotte®
co=0
liquide c3 = 1-— Cl1 —C2
conditions au bord Vei-n=My(c)Vu;-n=0sur 'y UT2 UT'3UTYy
u-n=0sur 't UT3, u =0 sur I'y et 2nD(u)n —pn =0 sur 'y

* Pour initialiser la bulle sous la forme d’une calotte, on prend le résultat obtenu a ¢t = 0.25 d’un
calcul ou la bulle est initialement sphérique. On fait varier la viscosité de maniére linéraire suivant
z.Onprend 93 =054 2=0et 73 =54 1073 4 z = 0.24. Pour z > 0.24 on a 3 = 5.4 1073,

Paramétres physiques :

012 013 023 01 02 03 m 2 N3
0.07 0.07 007 1 1 1000 5.410° 54102 54103

Paramétres numériques :

h At € mobilité M F  discr. Fy méthode NS r
9.10* 10=% 3.210° DEG-EXPL 4.10* F, IMPL PPy, 10
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e page 132, Figure IV.14; page 133, Figure IV.15; page 133, Figure IV.16

Initialisation :
domaine [0;0.08] x [0;0.1]
géométrie 2D cartésienne

lentille c3=1—c1—cy

u=0sur UL UI'sUIy

conditions au bord Vei-n=My(e)Vp;-n=0sur ' UTy UT3UTYy

phase supérieure | ¢; = 1 + L tanh (g min(y/(z — 0.05)2 + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05))
phase inférieure | co = 3 + 5 tanh <% max(y/(z — 0.05)2 + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05))

Parameétres physiques :

O12 013 023 Q01 Q2 Q3 " T2 13
1 008 14
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0.6 0.6
Paramétres numériques :
h At € mobilité M F  discr. F; méthode NS r
8310~% 1073 2.810° DEG-EXPL 48107 F, IMPL AL 100

e page 133, Tableau 1V.3

Initialisation :
domaine [0;0.08] x [0;0.1]
géométrie 2D cartésienne

lentille c3=1—c1—cy

u=0sur MUy UT'3UTy

conditions au bord Vei-n=My(c)Vp;-n=0sur 'y UTo UT'3UTy

phase supérieure | ¢; = 3 + 1 tanh (% min(y/(z — 0.05)2 + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05))
phase inférieure | ¢y = 1 + 3 tanh (% max(y/(z — 0.05)2 + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05))

Parameétres physiques :

012 013 023 Q1 Q02 Q03 T 712 N3
1 008 14
1 1 1 11 1 1 1 1
1 0.6 0.6
Parameétres numériques :
h At € mobilité M F  discr. Fy méthode NS r
1.4 1073
-3
8§010_4 103 28107 DEG-EXPL 481077 F, IMPL AL 100

7.1073

199




ANNEXE F. PARAMETRES PHYSIQUES ET NUMERIQUES DES SIMULATIONS PRESENTEES

e page 134, Figure IV.17

Initialisation :
domaine [0;0.1] x [0.02;0.08]
géométrie 2D cartésienne

phase supérieure | ¢; = 3 + 3 tanh (% min(/(z — 0.05)2 + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05)

phase inférieure | co = 3 + 3 tanh (% max(y/(z — 0.05)2 + (y — 0.05)2 — 0.012,y — 0.05))
lentille c3=1—c1 —c
conditions au bord Vei-n=My(c)Vu;-n=0sur 1 UTy UT3UTYy

Paramétres physiques :

012 013 023
1 1
1 1
Parameétres numériques :
h At € mobilité M F discr. Fp

831073 0.02 2510° CTE 5310° F,_, IMPL

e page 137, Figure IV.20; page 137, Tableau IV.5

Initialisation :
rp = 0.002
rp = 0.0025
rayon rp = 0.0026
ry = 0.0027
rp = 0.0028
rp = 0.0029
domaine [0; 275] X [0; 207%)
géométrie 3D axisymétrique
bulle ¢1 = % + 5 tanh (—g(\/rz + (2 — 2.51p) — rb))
phase lourde co=1—¢c1 —c3
phase légeére c3 =% + S tanh (—2(2 — 8ry))
conditions au bord Vei-n=My(c)Vu;-n=0sur 'y UT2 UT'3UTYy
u-n=0sur 'y UT2 UT3 et 2nD(u)n —pn = 0 sur I'y

Parameétres physiques :

012 013 023 01 02 03 m 72 13
0.07 0.07 0.05 1 1200 1000 10~* 0.15 0.1

Parameétres numériques :

At € mobilité M F  discr. F; méthode NS r
% 1073 %b DEG-EXPL 1.110~® F, IMPL PP, 1000
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e page 138, Tableau IV.6

Initialisation :

rayon

domaine
géométrie
bulle
phase lourde
phase légére
conditions au bord

ry = 0.003
rpy = 0.004
ry = 0.005
ry = 0.006

[0; 27“1)] X [0; 207’1,]
3D axisymétrique
¢1 = 1+ % tanh (—%(\/TQ + (2 —2.5mp) — rb))
co=1—c1—c3
c3 =3+ & tanh (—2(z — 8ry))
Vei-n=My(c)Vp;-n=0sur 'y UT2 UT'3UTYy
u-n=0sur 'y UT2 UT3 et 2nD(u)n —pn = 0 sur I'y

Parameétres physiques :

012 013 023 Q1 02 03 m 2 13
0.07 0.07 0.05 1 1200 1000 10=* 0.15 0.1
Parameétres numériques :
h At € mobilité M F discr. Fy méthode NS r
% 103 » DEG-EXPL 11105 F, IMPL PPy, 1000
e page 138, Tableau IV.7
Initialisation :
rp = 0.003
ravon rp = 0.004
v ry = 0.005
rp = 0.006
domaine [0; 27p] x [0; 207]
géométrie 3D axisymeétrique
bulle c1 = % + %tanh (—%(\/7“2 + (2 —2.5mp) — Tb))
phase lourde co=1—c¢1 —c3
phase légére c3 = % + %tanh (—%(z — 87"b))
conditions au bord Vei-n=My(c)Vp;-n=0sur 'y UTo UT3UTYy
u-n=0sur 'y UT9UTs et 2nD(u)n — pn = 0 sur I'y

Paramétres physiques :

012 013 023 01 02 03 Uit 2 13
0.07 0.07 0.05 1 1200 1000 10~%* 0.15 0.1
Parameétres numériques :
h At € mobilité M F  discr. F; méthode NS r
% 1073 %b DEG-EXPL 111077 F, IMPL PPy, 1000
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e page 140, Figure IV.21; page 141, Figure IV.22

Initialisation :

rayon
domaine
géométrie
bulle
phase lourde
phase légére
conditions au bord

rpy = 0.008
[0; QT'b] X [O; 207“1,]
3D axisymétrique
¢1 = % + 5 tanh (—g(\/T‘Q + (2 — 2.5rp) — rb))
Cy = 1— C1 —C3
c3 =% + 5 tanh (—2(z — 8ry))
Vei-n=My(c)Vu;-n=0sur ' UT, UT3UTy
u-n=0sur 'Y UT9 UT3 et 2nD(u)n —pn = 0 sur I'y

Parameétres physiques :

012 013 023 Q1 02 03 m 2 3
0.07 0.07 0.05 1 1200 1000 10=* 0.15 0.1
Paramétres numeériques :
At € mobilité M F discr. Fy méthode NS T
% 103 2 DEG-EXPL 1.110° F IMPL PPy, 1000
e page 141, Figure IV.23
Initialisation :
rayon rp = 0.008
domaine [0; 27p] x [0; 207]
géométrie 3D axisymétrique
bulle ¢1 = % + 5 tanh (—%(\/7“2 + (2 — 2.51p) — rb))

phase lourde
phase légére
conditions au bord

62:1—61—63
c3 = 3 + & tanh (—2(z — 8ry))
Vei-n=My(c)Vp;-n=0sur 'y UTo UT3UTYy
u-n=0sur 'y UT9UT3 et 2nD(u)n — pn = 0 sur I'y

Parameétres physiques :

012 013 023 01 02 03 m 2 13
1100
0.07 0.07 0.05 1 1200 1000 10=* 0.15 0.1
1300
Parameétres numériques :
At € mobilité M F  discr. F; méthode NS r
% 103 2 DEG-EXPL 1.110~® F, IMPL PPy, 1000
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e page 141, Figure IV.24

Initialisation :
rayon rp = 0.008
domaine [0; 27p] x [0; 207]
géométrie 3D axisymétrique
bulle ¢1 = % + 5 tanh (—g(\/r2 + (2 —2.5rp) — rb))
phase lourde co=1—¢1 —c3
phase légere c3 =% + 5 tanh (—2(z — 8ry))
conditions au bord Vei-n=My(c)Vui-n=0sur ' UTo UT3UTy
u-n=0sur 'Y UT9 UT3 et 2nD(u)n —pn = 0 sur I'y

Parameétres physiques :

012 013 023 01 02 03 Ui 2 3
900

0.07 0.07 0.05 1 1200 1000 10~* 0.15 0.1
1100

Parameétres numériques :

At € mobilité M F  discr. F; méthode NS r

Ty

o 103 » DEG-EXPL 11105 F IMPL PPy 1000

e page 142, Figure IV.25

Initialisation :
rayon ry = 0.008
domaine [0; 275] X [0; 207%)
géomeétrie 3D axisymétrique
bulle ¢1 = % + 5 tanh (—g(\/rz + (2 —2.51p) — rb))
phase lourde co=1—c1—c3
phase légére c3 = % + %tanh (—%(z — 8rb))
conditions au bord Vei-n=My(c)Vui-n=0sur '} UTo UT3UTy
u-n=0sur 'y Ul UT3 et 2nD(u)n —pn = 0 sur I'y

Parameétres physiques :

012 013 023 01 02 03 m 2 73
0.1

0.07 0.07 0.05 1 1200 1000 10=* 0.15 0.1
0.2

Parameétres numériques :

At € mobilité M F  discr. F; méthode NS r

Tp

14

10 - DEG-EXPL 1.1107° F, IMPL PPy, 1000
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e page 142, Figure IV.26

Initialisation :

rayon
domaine
géométrie
bulle
phase lourde
phase légére
conditions au bord

rpy = 0.008
[0; 27] x 05207
3D axisymétrique
¢1 = % + 5 tanh (—g(\/r2 + (2 — 2.5rp) — rb))
Cy = 1— C1 —C3
c3 =% + 5 tanh (—2(z — 8ry))
Vei-n=My(c)Vu-n=0sur ' UTo UT3UTy
u-n=0sur 'Y Ul UT3 et 2nD(u)n —pn =0 sur I'y

Paramétres physiques :

012 013 023 Q1 02 03 m 2 13
0.01
0.07 0.07 0.05 1 1200 1000 10=* 0.15 0.1
0.2
Paramétres numeériques :
h At € mobilité M F  discr. Fy; méthode NS r
% 1073 %b DEG-EXPL 1.110~® F, IMPL PPy, 1000

e page 145, Figure IV.28; page 146, Figure IV.29; page 147, Figure IV.30

Initialisation :

rayon

domaine
géométrie
bulle
phase lourde
phase légere
conditions au bord

rp, = 0.004
ry = 0.008

[0; 27p] x [0; 207]

3D axisymétrique

¢ =1+ % tanh (—%(\/ﬂ + (2 — 2.5rp) — rb)>
co=1—c1—c3
c3 = % + 5 tanh (—g(z —10r))
Ve -n = Mo(c)Vui -n=0sur[MUlLUI'sUIy
u-n=0sur 'y Ul UT3 et 2nD(u)n —pn = 0 sur T'y

Parameétres physiques :

012 013 023 01 02 03 m 72 73
0.07 0.07 005 1 1200 1000 10~%* 0.15 0.1
M A A3 oy Gy g

0.29 30 3 2800 600 600
Paramétres numériques :
h At € mobilité M F  discr. F; méthode NS r
% 1073 %b DEG-EXPL 1.1107° F, IMPL PPy, 1000
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e page 149, Figure IV.32; page 149, Figure 1V.33; page 151, Figure IV.36 ; page 150,
Figure IV.35

Initialisation :
domaine [0;0.008] x [0;0.08]
géométrie 3D axisymeétrique

¢1 =1+ Ltanh (—g(\/r2 T (z_1.08102— 0.004))

phase gazeuse
+1+ Ltanh (—g(\/(r 10.0082)2 + 22 — 0.01))

phase lourde co=1—c1 —c3
phase légere c3 = % + %tanh (—g(z — 0.04))
conditions au bord Vei-n= My(c)Vu;-n=0sur 't UT3UTy

My(c)Vui-n=0,c1 =c1p,ca=1—c1p, cg =0sur I'y
(—pn+2nD(u)n) -t =0 sur I'y UT3, —pn + 2nD(u)n = 0 sur I'y
Ue S1 T < T,

U= . sur I's
0 sinon.

avec ¢1p = 1 + Ltanh (—g(\/(r T 0.0082)2 + 22 — 0.01)), re =1.210% et u, = (0,0.4).
Paramétres physiques :

012 013 023 01 02 03 Uil 72 713
0.07 0.07 005 1 1200 1000 10~* 0.15 0.1

)\1 )\2 )\3 Cpl Cp2 Cp3
0.29 30 3 2800 600 600

Parameétres numériques :

h At € mobilité M F discr. Fy méthode NS r
% 103 %” EXPL* 2210° F, IMPL PPy, 1000

* La mobilité dépend des paramétres d’ordre mais elle est strictement positive. On prend une
mobilité dégénérée a laquelle on ajoute 0.001M.

e page 155, Figure IV.37

Initialisation :
ravon rp, = 0.003
Y ry = 0.004
domaine [1075; 3rp] x [0;127)
géométrie 3D axisymeétrique
bulle ¢ = %+ 5 tanh (—%( r2 4+ (z — 3rp) — rb))
phase lourde ca=1—c1—c3
phase légere c3 = 3+ & tanh (—2(z — 6ry))
conditions au bord Vei-n=My(c)Vp;-n=0sur 'y UTo UT3UTYy
u-n=0sur 'y UT9UT3 et 2nD(u)n — pn = 0 sur I'y

Parameétres physiques :
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ANNEXE F. PARAMETRES PHYSIQUES ET NUMERIQUES DES SIMULATIONS PRESENTEES

012 013 023 Q1 02 03 m 72 73
1.3 0.8 1 0.1 7800 4000 7.310~° 0.1 0.1

Parameétres numériques :

h At € mobilité M
0.1r, <h <0.07r, 5.107° 0.15r, DEG-IMPL 2.107°

F  discr. Fy méthode NS r
Fy, IMPL PPy, 5000

Le maillage est plus fin dans la colonne 0 < r < 2ry,.

e page 155, Figure 1V.38

Initialisation :
rayon rp = 0.011
domaine [1072; 3rp] x [0; 157)
géomeétrie 3D axisymétrique

bulle ¢1 = % + 5 tanh (—g(\/r2 + (z —2.51p) — rb))
Cy = 1-— C1 —C3
c3 =% + S tanh (—2(z — Try))
Vei-n=My(c)Vu-n=0sur ' UTo UT3UTy
u-n=0sur 'Y UT9 UT3 et 2nD(u)n —pn = 0 sur I'y

phase lourde
phase légére
conditions au bord

Paramétres physiques :

012 013 023 Q1 02 03 Ui 72 UE
1.3 0.8 1 0.1 7800 4000 7.310=° 0.1 0.1

Paramétres numériques :

h At € mobilité M
5.10™° 0.15r, DEG-IMPL 2.10°°

0.1, < h <0.077y

F  discr. Fy méthode NS r
Fy,  IMPL PPy, 5000

Le maillage est plus fin dans la colonne 0 < r < 2ry,.
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Echanges de masse et de chaleur entre deux phases liquides stratifiées dans un
écoulement a bulles

Résumé : Lors d'un hypothétique accident majeur dans un réacteur a eau sous pression, la dégra-
dation du cceur peut produire un bain stratifié, traversé par un flux de bulles. Ce dernier influence
grandement les transferts thermiques, dont l'intensité est déterminante dans le déroulement de ’ac-
cident. Dans ce contexte, ce travail porte sur une modélisation de type interface diffuse pour I’étude
d’écoulements incompressibles, anisothermes, composés de trois constituants non miscibles, sans chan-
gement de phase. Dans les méthodes & interface diffuse, I’évolution du systéme est décrite a travers la
minimisation d’une énergie libre. L’originalité de notre approche, inspirée du modéle de Cahn-Hilliard,
réside dans la forme particuliére de I’énergie que nous proposons, qui permet d’avoir un modéle al-
gébriquement et dynamigquement consistant, au sens suivant : d’une part, 1’énergie libre triphasique
coincide exactement avec celle du modéle de Cahn-Hilliard diphasique quand seulement deux des
phases sont présentes; d’autre part, si une phase est initialement absente alors elle n’apparaitra pas
au cours du temps, cette derniére propriété étant stable vis & vis des erreurs numeériques. L’existence
et I'unicité des solutions faibles et fortes sont démontrées en dimension 2 et 3 ainsi qu’un résultat de
stabilité pour les états métastables.

La modélisation d’un systéme ternaire en écoulement anisotherme est ensuite poursuivie par couplage
des équations de Cahn-Hilliard avec celles du bilan d’énergie et de Navier-Stokes ot les contraintes
surfaciques sont prises en compte & travers des forces volumiques capillaires. L’ensemble est discrétisé
en temps et en espace de fagon a préserver les propriétés du probléme continu (conservation du volume,
estimation d’énergie). Différents résultats numeériques sont présentés, depuis le cas de validation de
I’étalement d’une lentille entre deux phases jusqu’a I’étude des transferts de masse et de chaleur &
travers une interface liquide/liquide traversée par une bulle ou un train de bulles.

Heat and mass transfers between two stratified liquid phases in a bubbly flow

Abstract : During an hypothetical major accident in a pressurized water reactor, the deterioration of
the core can produce a stratified pool crossed by a bubbly flow. This latter strongly impacts the heat
transfers, whose intensities are crucial in the progression of the accident. In this context, this work is
devoted to the diffuse interface modelling for the study of anisotherm incompressible flows, composed
of three immiscible components, with no phase change. In the diffuse interface methods, the system
evolution is driven by the minimisation of a free energy. The originality of our approach, derived from
the Cahn-Hilliard model, is based on the particular form of the energy we proposed, which enables
to have an algebraically and dynamically consistent model, in the following sense : on the one hand,
the triphasic free energy is equal to the diphasic one when only two phases are present ; on the other,
if a phase is not initially present then it will not appear during system evolution, this last property
being stable with respect to numerical errors. The existence and the uniqueness of weak and strong
solutions are proved in two and three dimensions as well as a stability result for metastable states.
The modelling of an anisotherm three phase flow is further accomplished by coupling the Cahn-
Hilliard equations with the energy balance and Navier-Stokes equations where surface tensions are
taken into account through volumic capillary forces. These equations are discretized in time and space
in order to preserve properties of continuous model (volume conservation, energy estimate). Different
numerical results are given, from the validation case of the lens spreading between two phases, to the
study of the heat and mass transfers through a liquid/liquid interface crossed by a single bubble or a
series of bubbles.

Mots-clefs : Simulation numérique directe, modeéle de Cahn-Hilliard /Navier-Stokes, écoulement tri-
phasique, interface liquide/liquide, bulles, entrainement, interaction corium-béton.

Discipline - Spécialité doctorale : Mathématiques Appliquées.
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