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Chapitre 1
Introduction

Les écoulements et les échanges de chaleur et de masse, au cours d’un processus de change-
ment de phase dans un mélange, interviennent dans beaucoup de domaines. L’évaporation
ou la condensation de I’eau & la surface des océans, la fonte des icebergs, et la solidifica-
tion des laves volcaniques sont des exemples de phénoménes naturels qui mettent en jeu
de tels échanges (Beckermann, 1987). Dans le domaine industriel, outre les procédés de
fabrication des alliages, verres ou plastiques, ces phénoménes interviennent aussi dans la
croissance de cristaux isolés (Kurz & Fisher, 1989), ainsi que dans les procédés de soudure
ou de trempe. De plus, la solidification se trouve au carrefour d’un grand nombre de dis-
ciplines scientifiques, telles que la science des matériaux, la mécanique des fluides et des
transferts, la mécanique du solide, la physico—chimie ou la modélisation numérique.

La figure I.1 donne la représentation générale d'un type particulier de diagramme de phase
de mélange binaire, caractérisé par un palier eutectique (Adda et al., 1987). Conformément
a ce diagramme, les phases solide et liquide peuvent coexister, en équilibre, dans une gamme
de température qui dépend de la composition du mélange. L’existence de régions biphasées,
ou zones pdteuses, est une conséquence fondamentale de cette plage de température, qui
distingue le changement de phase des mélanges de celui des corps purs.

Cette thése se propose de contribuer & la description des phénoménes macroscopiques de
transfert de chaleur et de masse, dans des mélanges binaires en cours de solidification,
caractérisés par la croissance d’une zone pateuse.

Dans cette introduction, nous précisons d’abord le contexte de la recherche en stireté nu-
cléaire, dans lequel la thése s’inscrit. Aprés une description générale du phénomeéne de so-
lidification des mélanges, nous présentons 1’état de I’art de sa modélisation macroscopique.
Nous évoquons, ensuite, certaines de ses limites actuelles, auxquelles la thése entend pro-
poser une solution. Nous expliquons enfin les motivations et les objectifs précis de la
these.
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Figure 1.1: Diagramme de phase d’un mélange binaire

I.1 Le contexte de la stireté nucléaire

Depuis plusieurs années, la recherche en streté nucléaire s’intéresse a la modélisation des
accidents de réacteurs. A partir de données et d’observations, faisant suite a I’accident de
Three Mile Island (Etats—Unis) (Broughton et al., 1989), ainsi que d’expériences analy-
tiques (Wright, 1996), on admet comme trés probable la séquence d’événements suivants :
a la suite d’une perte de réfrigérant dans le circuit primaire de refroidissement, un asséche-
ment partiel ou complet du coeur se produit. Dans ce cas, la puissance résiduelle dégagée
au sein du combustible ne peut plus étre évacuée. Cela entraine un échauffement impor-
tant, une oxydation des gaines contenant le combustible (pastilles d’UQ3) et une fusion
progressive du ceeur.

Un bain de matériaux fondus (corium), constitué principalement d’oxydes (UOq, ZrO2) et
de métaux (Zr), ainsi qu’un lit de débris se forment alors, soutenus par une crotte solide
meétallique (Wright, 1996). Aprés une rupture partielle de cette crofite a la périphérie du
bain, le corium s’écoule progressivement vers le fond de la cuve du réacteur. Les matériaux
fondus forment alors un bain, situé au fond de la cuve, dans lequel les produits de fission
(PF) générent une puissance thermique importante. Dans le cas réel de I’accident de Three
Mile Island, une injection d’eau sous pression a permis de confiner le bain & 'intérieur de la
cuve du réacteur. La figure 1.2 représente la configuration de ce réacteur, observée a ’issue
de l'accident. On distingue nettement la présence des deux bains de corium solidifiés,
localisés dans la région du coeur et dans le fond de la cuve.

Le nombre de Rayleigh thermique de ce bain, construit sur sa hauteur et la puissance
dégagée, peut atteindre 10'®, ce qui correspond & un régime turbulent (Wright, 1996).
La connaissance des transferts de chaleur sur les frontiéres du bain, et du phénoméne
de solidification du corium au contact des parois de la cuve, est primordiale si I’on veut
prévoir 1’évolution ultérieure du corium, et les possibilités de le refroidir pour assurer son
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confinement.

Des expériences analytiques sont actuellement réalisées en Russie par 'Institut Kurchatov :
le programme RASPLAV étudie en effet la phénoménologie du bain de corium dans la
cuve. Outre des expériences & grande échelle réalisées avec des matériaux réels (UOq,
Zr) inactifs, des études a plus petite échelle ont également été faites en utilisant un sel
binaire comme fluide simulant (Asmolov et al., 1998). Différents régimes de transfert de
chaleur ont été étudiés: la génération interne de chaleur, dans le bain, a été simulée a
I’aide de techniques de chauffage par induction ou en volume. De plus, des conditions
variables de refroidissement de la paroi extérieure de la cavité ont été imposées. Ces
différentes conditions ont permis de comparer le transfert de chaleur, en présence ou non
de la formation d’une crotte solide au voisinage des parois. L'un des régimes étudiés est
caractérisé par la croissance d’une zone solide-liquide, ou zone pdteuse. Selon les mesures
effectuées, la répartition du champ de température, et des flux de chaleur locaux, sont
différents dans ce régime et dans les situations de fronts plans de solidification.

Comme nous ’avons déja précisé, le sujet de la thése porte justement sur la modélisation de
la solidification d’'un mélange binaire, en présence d’une telle région biphasée. Des lors, les
expériences RASPLAV en sel binaire, qui mettent en jeu la croissance d’une zone péateuse,
fournissent une base de données intéressante pour l'exploitation et la validation du modéle
établi dans cette thése. Néanmoins, les résultats du modéle pourront tout de méme étre
comparés aux autres régimes de solidification de ces expériences, bien qu’ils mettent en jeu
la progression de fronts plans, ou des réactions eutectiques.

Dans une perspective a plus long terme, la modélisation pourra étre étendue aux mélanges
multi—constituants, et au phénoméne de turbulence, qui caractérisent le probléme de la so-
lidification du corium. Ainsi, la modélisation pourra contribuer au développement physique
du code de calcul ICARE-CATHARE (Fichot et al., 2000), qui simule les différentes phases
de la dégradation accidentelle d’'un réacteur. En effet, il est prévu de calculer les transferts
couplés dans le bain de corium de fond de cuve, en présence d’une génération interne de
chaleur, et d’une formation de crofites solides au voisinage des parois.

La solidification du corium, au cours de son étalement hors de la cuve, est également
un domaine possible d’application des résultats théoriques de la thése. Le modéle établi
pourra étre adapté et utilisé pour le développement du code CROCO (Piar et al., 1999)
qui simule ce phénoméne important des scénarios d’accident.

Dans 1’état actuel des connaissances, des incertitudes importantes demeurent quant aux
propriétés des matériaux, et sur la modélisation du phénoméne de turbulence. Confrontés,
de plus, & un manque de résultats expérimentaux au début de la thése, nous nous sommes
intéressés a des mélanges plus connus de la littérature. Cependant, la simulation des
expériences RASPLAV, qui mettent en jeu un sel binaire, fera partie des applications trés
prochaines de la thése.
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Figure 1.2: Configuration du réacteur nucléaire de Three Mile Island a l’issue de [’accident,
Broughton et al. (1989)
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1.2 La solidification des mélanges

Structures cristallines

Les interfaces solide-liquide, au cours des solidifications non eutectiques des mélanges,
possédent en général une morphologie trés irréguliére, qualifiée de dendritique. La zone
double-phase est constituée du liquide et d’un ensemble de dendrites colonnaires, qui posse-
dent un axe de symeétrie, ou de grains équiazes (ou dendrites équiaxes, & symétrie sphérique,
figure 1.3). Si une région de la zone biphasée est formée d’une phase solide consolidée, non
transportée par le liquide, cette région constitue la zone pdteuse du mélange.

La croissance de dendrites colonnaires apparait lorsqu’un refroidissement est imposé a un
systéme, par I'une de ses extrémités. La zone pateuse colonnaire prend naissance au voisi-
nage de cette extrémité, et progresse d’'une maniére directionnelle dans le sens opposé a
celle du flux de chaleur. La croissance de grains équiaxes, en revanche, se produit au sein
d’un liquide surfondu (plus froid que le solide du grain), et la chaleur latente est libérée
dans le liquide avoisinant. Plusieurs théories ont été proposées pour expliquer la naissance
de grains équiaxes. Il est admis que ces grains peuvent provenir de fragments de dendrites
colonnaires (Gu et al., 1997). Des expériences suggérent que cette fragmentation est provo-
quée par la dissolution du solide dendritique, par du liquide enrichi en soluté (Pollock &
Murphy, 1996). La fragmentation peut aussi résulter des contraintes mécaniques, exer-
cées par l’écoulement du liquide, sur les dendrites colonnaires (Flemings, 1991). D’autres
théories suggérent que la nucléation des grains se fait directement au sein de zones lig-
uides surfondues, au voisinage de la région des sommets de dendrites colonnaires (Wang &
Beckermann, 1994).

Les structures dendritiques existent notamment dans les alliages métalliques. Dans certains
moulages industriels, les grains équiaxes sont favorisés, car associés & une macroségrégation
réduite, et des propriétés mécaniques plus isotropes (Beckermann & Wang, 1995). Le
brassage électromagnétique dans les coulées continues, entre autres techniques, permet
d’affiner la taille de grains, en augmentant l'intensité de la convection du liquide, et en
favorisant ainsi la fragmentation (mécanique ou par dissolution) des dendrites colonnaires
(Flemings, 1991). Dans d’autres produits, tels que les matériaux magnétiques, les dendrites
colonnaires, unidirectionnelles, sont préférées (Wang, 1994).

En réalité, un phénomeéne d’instabilité des interfaces lisses (instabilité morphologique) est
a lorigine de la morphologie dendritique (Caroli et al., 1991 ; Coriell & McFadden, 1993).
Des études analytiques de ce phénoméne ont été réalisées pour la solidification des mélanges
binaires, dans le cas des régimes de diffusion thermique et solutale (Mullins & Sekerka, 1964
; Trivedi & Kurz, 1986). Cette instabilité a également été étudiée pour la solidification
en présence de convection naturelle, par des approches analytiques (Hurle et al., 1982 ;
Caroli et al., 1985 ; Misbah, 1985) ou numeériques (Coriell et al., 1980 ; Jenkins, 1990). Un
mélange peut effectivement solidifier avec une interface lisse, si le gradient de température
a l'interface est suffisamment grand, ou si la vitesse de croissance est trés petite (Prescott
& Incropera, 1996). Toutefois, cette situation est rare dans la plupart des cas pratiques,
pour lesquels les interfaces sont instables (Beckermann, 1987). Par conséquent, I’approche
habituelle consiste & supposer a priori ’existence d’une zone péateuse, au cours de la solid-
ification non eutectique d’un mélange. Cette région est alors classiquement assimilée & un
milieu poreux, saturé par un liquide multi-composants.
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Les différentes échelles du probléme

La physique de la solidification met en jeu de multiples échelles, telles que celle de 'atome,
des interfaces, du grain ou du systéme (Beckermann & Viskanta, 1993). En particulier, les
transferts d’atomes gouvernent le phénoméne de nucléation, la structure des interfaces, et
la cinétique d’attachement (transfert d’atomes du liquide vers le cristal) pouvant modifier
les températures d’équilibre sur les interfaces (Kurz & Fisher, 1989).

La description des transferts de chaleur et de masse, qui fait ’objet central la theése, se
fait généralement & deux échelles d’espace, beaucoup plus grandes que ’échelle atomique,
mais elles-mémes nettement séparées. L ’échelle microscopique est celle des structures den-
dritiques. Elle peut étre représentée par les espacements primaire (A1) ou secondaire (Ag)
de dendrites (figure 1.3), qui sont respectivement de l'ordre de la centaine et de la dizaine
de micrometres. L’échelle macroscopique (représentée par la longueur L), quant a elle,
est caractéristique des variations des grandeurs physiques de phase (grandeurs moyennes),
telles que les fractions volumiques solide et liquide, définies dans des volumes élémentaires
représentatifs d’'un mélange.

Dans les zones pateuses, il existe des couplages importants entre différents phénomeénes,
caractérisés par des échelles de temps et d’espace distinctes. Par exemple, la différence
de solubilité des constituants, dans les phases solide et liquide, et la diffusion moléculaire
sont a lorigine de la microségrégation (répartition non uniforme des constituants a I’échelle
des cristaux). L’écoulement du liquide peut alors conduire & une redistribution du soluté
a l'échelle du systéme, ou macroségrégation (Flemings, 1974 ; Rappaz & Voller, 1990).
Les effets capillaires (courbure d’interface), et d’attachement d’atomes, peuvent modifier
les températures d’équilibre sur les interfaces solide-liquide (surfusions) (Kurz & Fisher,
1989), et donc influencer les échanges de chaleur et de masse aux échelles microscopiques
et macroscopiques.

La convection du liquide peut résulter de différents phénoménes, tels que la contraction
au cours du changement de phase, ou le mouvement de grains équiaxes (Viskanta, 1990).
En général, elle est principalement induite par les gradients macroscopiques de tempéra-
ture et de concentration (convection naturelle thermosolutale). Les effets de la convection
sont & la fois multiples et importants : elle peut étre responsable d’une répartition de
grains non uniforme (Wang, 1994), influencer l'orientation des dendrites colonnaires, ou
lapparition des transitions colonnaires / équiaxes (Rappaz, 1989). En outre, la convection
peut étre a l’origine de certains défauts dans la fabrication des alliages: microporosité,
canaux (channels), canaux ségrégés (freckles) ou veines sombres (hot tears) (Prescott &
Incropera, 1996). Par ailleurs, il est aujourd’hui reconnu que les transports macroscopiques
de chaleur et de masse, induits par 1’écoulement interdendritique, peuvent altérer le taux
de solidification d’une maniére drastique (Huppert, 1990 ; Worster, 1991 ; Goyeau et al.,
1997).

Pour toutes ces raisons, il est trés important de décrire, aussi bien que possible, les
phénoménes de transferts au sein de la zone pateuse. Une meilleure compréhension de
ces phénomeénes et de leurs interactions est en effet nécessaire. Elle représente, par exem-
ple, un enjeu considérable pour 'optimisation des procédés de fabrication, qui permettrait
d’ameéliorer encore davantage la qualité des alliages (Rappaz, 1989 ; Beckermann & Wang,
1995 ; Blair & Monroe, 2000).
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Figure 1.3: Illustration des différentes zones et échelles mises en jeu
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1.3 Etat de ’art de la modélisation macroscopique

Depuis plus d'une vingtaine d’années, la modélisation macroscopique de la solidification
des mélanges a recu une attention particuliéere. Dans les premiers modeéles, qualifiés de
multi-domaines, les échanges macroscopiques étaient décrits dans les régions solide, lig-
uide et double-phase par trois ensembles distincts d’équations (Szekely & Jassal, 1978
; Ridder et al., 1981 ; Worster, 1991). Toutefois, a cause des difficultés algorithmiques
relatives au suivi des frontiéres délimitant les trois domaines, ces modéles n’étaient pas
adaptés a la prédiction d’interfaces irréguliéres (Prescott et al., 1991). Ceci a motivé le
développement de modéles continus, qui décrivent les échanges & 1’aide d’un unique en-
semble d’équations. Les variables représentent ainsi des quantités physiques moyennes
(vitesse, pression, température, fractions massiques d’espéces) définies dans des volumes
élémentaires représentatifs (V.E.R.) du mélange. Ces modeéles continus ont été établis a
I’aide de deux approches différentes.

Dans la théorie des mélanges, un milieu monophasique équivalent au systéme est considéré :
les équations de phase sont sommées afin d’obtenir un ensemble d’équations de mélange.
Les interactions entre phases sont alors décrites par des lois semi-empiriques (Hills et al.,
1983 ; Voller & Prakash, 1987 ; Voller et al., 1989). Bennon & Incropera (1987a) ont ainsi
établi 'un des premiers modeéles continus décrivant les transferts de masse, de quantité
de mouvement et d’énergie, mis en jeu dans la solidification des mélanges binaires. Ce
modéle a été étendu, pour la prise en compte des phénoménes de surfusion thermique et de
transport du solide (Prescott et al., 1992). Ni & Incropera (1995a,b) ont aussi intégré la
surfusion solutale (Kurz & Fisher, 1989) et la nucléation de grains dans ce modéle continu.

Cependant, dans la théorie des mélanges, les interactions entre phases étaient modélisées
d’une maniére purement heuristique. C’est pourquoi d’autres types de modéles continus
ont été établis par la méthode de prise de moyenne volumique (Beckermann & Viskanta,
1988, 1993 ; Ganesan & Poirier, 1990 ; Ni & Beckermann, 1991). A l'aide de théorémes
de prise de moyenne (Whitaker, 1969 ; Marle, 1982), les équations microscopiques de
transport sont intégrées dans chaque phase, dans des volumes élémentaires représentatifs
d’un mélange. Les équations macroscopiques, ainsi obtenues, contiennent des intégrales
de surface représentant les échanges et les interactions entre phases, dus & la présence
de l'interface solide-liquide. Les arguments, avancés en faveur de cette approche, étaient
qu’elle pouvait clarifier le lien existant entre les variables microscopiques et macroscopiques
(Ni & Beckermann, 1991). Cela facilitait alors la formulation de lois constitutives (Ni
& Beckermann, 1991 ; Beckermann & Viskanta, 1993 ; Wang & Beckermann, 1996a).
Toutefois, dans ces modéles, la détermination des propriétés effectives s’est faite de maniére
semi—empirique.

Différentes descriptions des échanges de masse

Si des modéles & deux températures moyennes, relatives & chacune des phases solide et
liquide, ont été établis (Prakash, 1990a, Ni & Beckermann, 1991), la résolution numeérique
de ces modéles a clairement montré que ces deux températures étaient quasiment égales
dans un volume élémentaire représentatif du mélange (Prakash, 1990b ; Ni & Beckermann,
1993). Cela a principalement été attribué a 'importance du nombre de Lewis (rapport de
la diffusivité thermique sur la diffusivité moléculaire) dans les alliages usuels (Beckermann
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& Wang, 1995). Ainsi, cette approche a été abandonnée au profit de 'hypothése d’équilibre
thermique local (égalité des températures moyennes des deux phases) qui est généralement
introduite.

Dés lors, les modéles se distinguent essentiellement par la description physique des échanges
de masse, au sein d’un volume élémentaire représentatif. La répartition du soluté, a I’échelle
des cristaux, a été décrite principalement & ’aide des trois approches suivantes.

Regle du levier :

L’une des premiéres approches a consisté & supposer que le liquide et le solide sont par-
faitement mélangés dans un volume élémentaire représentatif d’'un mélange binaire. Les
concentrations moyennes et la fraction volumique liquide vérifient alors la régle du levier
(Kurz & Fisher, 1989), et le transport macroscopique d’espéce est décrit par une unique
équation de mélange. Cette aproche a été par exemple utilisée dans le modéle de solidifica-
tion des mélanges binaires de Bennon & Incropera (1987a), et dans ses extensions (Prescott
et al., 1992 ; Ni & Incropera, 1995a, 1995b), ainsi que dans les premiers modéles établis par
prise de moyenne volumique (Beckermann, 1987 ; Beckermann & Viskanta, 1988). Krane
et al. (1997) ont étendu cette description aux mélanges ternaires.

Les premiéres applications numeériques de ce type de modeéles continus (modéles de type
régle du levier) ont prédit des phénoménes importants, tels que la formation de canaux,
la morphologie irréguliére du liquidus (lieu des sommets de dendrites), les refusions ou la
formation de structures de macroségrégation souvent observées (A-segregates) (Bennon &
Incropera, 1987b ; Neilson & Incropera, 1991 ; Precott & Incropera, 1991). Toutefois, les
simulations numériques ont révélé des différences importantes entre les valeurs des champs
prédits et mesurés (Beckermann & Viskanta, 1988 ; Christenson et al., 1989 ; Prescott &
Incropera, 1994 ; Prescott et al., 1994). Plus récemment, Ahmad et al. (1998) ont appliqué
un modéle de régle du levier, pour simuler la solidification des mélanges binaires Pb—Sn et
Sn—Pb. Cette étude a confronté les méthodes numériques des volumes finis et des éléments
finis. Si les comparaisons avec ’expérience de Hebditch & Hunt (1974) se sont révélées
satisfaisantes, les résultats des deux méthodes numériques ont été assez différentes 1'une
de autre. En particulier, le nombre et la direction des canaux n’étaient pas les mémes
selon la méthode utilisée.

Modeéles de type Scheil :

Etant donné la faiblesse de la diffusion moléculaire dans la phase solide de la plupart des
meélanges binaires, a Iexception de Fe-C (Kurz & Fisher, 1989), la description de Scheil
est souvent préférée a la régle du levier (Rappaz & Voller, 1990). En effet, si le modéle de
Scheil (Flemings, 1974) suppose toujours que le liquide est parfaitement mélangé dans un
volume élémentaire représentatif d’'un mélange binaire, il néglige en revanche la diffusion
moléculaire dans le solide. En conséquence, il existe une répartition non uniforme du so-
luté ou microségrégation dans le solide & 1’échelle des cristaux. Le transport macroscopique
d’espéce est alors décrit par une équation de mélange, habituellement associée & un bilan
de masse reliant les concentrations moyennes solide et liquide, la concentration du solide
sur l'interface et la fraction volumique liquide (Fellicelli et al., 1993). Des modéles macro-
scopiques, utilisant cette description (modéles de type Scheil) ont par exemple été établis
par Voller et al. (1989) et Poirier et al. (1991), et Felicelli et al. (1991, 1993) ont montré
que cette approche pouvait prédire la formation de canaux ségrégés dans des mélanges
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binaires. Felicelli et al. (1998) ont ensuite étendu la description de Scheil & un mélange
multi-composants, et leur modéle a permis de simuler la formation de canaux ségrégés
en trois dimensions. Cette étude a révélé l'existence de régions de croissance accrue du
solide, autours des canaux, qui apparaissent au sommet de la zone pateuse. Ces structures
(volcanoes) n’avaient pas été prédites par les simulations bidimensionnelles (Felicelli et al.,
1991, 1993).

Combeau et al. (1990), Roch et al. (1990, 1991) et Vannier et al. (1992) ont combiné les deux
descriptions précédentes dans leurs modéles de solidification des aciers : la régle du levier
est utilisée pour le carbone, dont la diffusion est importante, alors que la concentration des
autres constituants, qui ne diffusent pas, est reliée & la fraction volumique liquide selon la
description de Scheil.

Modeéles multi—phase

Conscients des limites des descriptions précédentes, des auteurs ont récemment introduit
les effets de diffusion microscopique d’espéce dans des modéles macroscopiques. La mi-
croségrégation est alors décrite a l’aide de coefficients d’échange massique (Annexe C), qui
mesurent I'importance du transfert de masse, di a la diffusion et la convection, & travers
I'interface solide-liquide. La description mathématique de ce phénoméne est diphasique,
lorsqu’une seule phase liquide est considérée (Prakash, 1990a ; Schneider & Beckermann,
1995a), ou triphasique, si les liquides inter- et extradendritiques sont considérés comme
deux phases distinctes, séparées par ’enveloppe de dendrites (Wang & Beckermann, 1992,
1993, 1994 ; Wang, 1994 ; Beckermann & Wang, 1995). Cette catégorie de modéles est
décrite plus en détails dans ’Annexe C de la these, et Beckermann & Wang (1995) ont
publié une revue de leurs modéles multi-phase de solidification colonnaire et équiaxe des
mélanges binaires.

Récemment, Gu & Beckermann (1999) ont simulé la solidification dendritique colonnaire
d’un alliage & onze constituants, dans un moule de grande taille, & I'aide d’un modéle
décrivant la diffusion microscopique d’espéce dans le solide. Les résultats ont été comparés
aux mesures faites sur un lingot d’acier industriel, sectionné et analysé. Malgré un bon
accord global, les calculs n’ont pas prédit la zone de macroségrégation négative, observée
dans la partie inférieure du lingot. Ceci a été attribué & une absence de modélisation
de la sédimentation de grains équiaxes. Beckermann & Wang (1996) ont appliqué leur
modéle multi—-phase de transport de cristaux équiaxes, et comparé leurs résultats & une
expérience de solidification du mélange NH4Cl-HoO dans une cavité carrée. La simulation
a globalement reproduit certains des phénomeénes importants, observés dans 1’expérience,
tels que la croissance et le transport de grains, et la sédimentation des grains a la base
du systeme. Selon les auteurs, ’accord entre la simulation et '’expérience est raisonnable,
mais il pourrait étre meilleur si le phénomeéne de fragmentation de dendrites était introduit
dans la modélisation.

Actuellement, de nombreux phénomeénes n’ont pas encore été modélisés. En particulier,
certains mécanismes de la solidification équiaxe demeurent mal compris. La nucléation
est notamment abordée d’une maniére assez simplifiée : Wang & Beckermann (1996b)
utilisent par exemple le modeéle de nucléation instantanée de Stefanescu et al. (1990). Des
modeéles quantitatifs seraient donc nécessaires, pour simuler la naissance et la destruction de
grains, surtout pour des régimes de convection dominante, dans lesquels la fragmentation,
Pagglomération et la refusion du solide peuvent étre importantes (Beckermann & Wang,
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1995).

La modélisation de la turbulence, dans les phénomeénes de solidification, n’a recu que peu
d’attention, méme si quelques études ont utilisé le modeéle classique K—¢ (Prescott & In-
cropera, 1995 ; Thomas et al., 2000). Prescott & Incropera (1996) soulignent pourtant
que la turbulence intervient dans beaucoup de procédés. La technique du brassage élec-
tromagnétique, par exemple, peut générer de la turbulence en augmentant l'intensité de la
convection. Ils constatent, cependant, que son influence globale sur un systéme n’est pas
bien connue.

I.4 Limites des approches actuelles

Dans la synthése précédente des approches actuelles, nous avons souligné que certaines
différences quantitatives ont été constatées, entre les résultats des simulations numériques
et des études expérimentales (Prescott & Incropera, 1994 ; Prescott et al., 1994 ; Beck-
ermann & Wang, 1996 ; Gu & Beckermann, 1999). Ces différences peuvent parfois étre
attribuées a l'utilisation de la régle du levier ou du modéle de Scheil, qui négligent les effets
importants de diffusion microscopique de masse. Des incertitudes demeurent aussi quant
aux propriétés physiques des matériaux, et comme le suggérent de récentes études (Ahmad
et al., 1998), des recherches sont nécessaires afin de clarifier la pertinence des différentes
méthodes numériques.

Dans tous les cas, on constate surtout un manque important de discussion sur 'importance
des différents termes résultant du changememnt d’échelle, représentatifs des échanges in-
terfaciaux (termes de Darcy ou d’échange massique), ou des effets des phénoménes mi-
croscopiques (dispersion, tortuosité des cristaux) sur les échanges macroscopiques. En
conséquence, I'une des principales limites des modéles actuels réside dans la définition des
propriétés de transport effectives de la zone pateuse.

En effet, la perméabilité des zones dendritiques colonnaires est généralement reliée a la
porosité (fraction volumique liquide) par la loi physique de Kozeny—Carman (Bear, 1972),
représentative des milieux poreux homogeénes et isotropes. Or, les zones pateuses colon-
naires sont & l’évidence trés hétérogénes : la porosité varie d’une valeur nulle & 'unité au
sein de la zone péateuse, dans la direction de la croissance dendritique. En conséquence,
I’ensemble des propriétés macroscopiques (telles que la perméabilité) varient contindment
au sein de la zone péateuse. Cette propriété a été qualifiée d’hétérogénéité évolutive (Beni-
haddadene, 1997 ; Goyeau et al., 1997, 1999). De plus, des expériences ont clairement
démontré la forte anisotropie des zones dendritiques colonnaires (Nasser-Rafi et al., 1985,
Poirier, 1987). Si Poirier (1987) a établi un modéle anisotrope, & partir de mesures (ver-
sion anisotrope du modéle de Kozeny—Carman, Annexe B), des expériences numériques ont
toutefois montré que ce modeéle pouvait sous—estimer assez nettement la perméabilité de la
zone péteuse, en particulier au voisinage des sommets de dendrites (Ganesan et al., 1992
; Bhat et al., 1995 ; Goyeau et al., 1999). Une discussion plus approfondie, sur les équa-
tions macroscopiques de quantité de mouvement, et les lois de perméabilité des modéles de
solidification, est développée dans le Chapitre II (I1.2) et dans I’Annexe B du manuscrit.

Par ailleurs, des coefficients d’échange massique, récemment introduits (Wang, 1994 ; Beck-
ermann & Wang, 1995), ont été évalués par des approches analytiques ou semi-empiriques,
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décrites en détails dans I’Annexe C. Pour les coefficients des phases solides, la démarche
consiste & supposer que les profils microscopiques de concentration sont paraboliques,
dans des cellules représentatives des branches secondaires de dendrites (repésentation
plane, monodimensionnelle, de ces branches). Cela permet de calculer analytiquement une
longueur de diffusion microscopique. Notons, de plus, que dans le cadre de la solidification
dendritique colonnaire en présence de convection, le liquide est toujours supposé parfaite-
ment mélangé (Schneider & Beckermann, 1995a ; Gu & Beckermann, 1999). Autrement dit,
le coefficient d’échange massique du liquide est supposé infini, et les modéles ne prennent
pas en compte le phénoméne important de surfusion solutale, en particulier au voisinage
des sommets de dendrites (Kurz & Fisher, 1989).

Enfin, dans la définition des diffisuvités effectives, les phénoménes de dispersion, ainsi que
la géomeétrie des structures (tortuosité des dendrites), ont été négligés. Cependant, la
nécessité de définir des tenseurs de diffusivité effectifs a été parfois soulignée (Beckermann
& Wang, 1995 ; Prescott & Incropera, 1996). Dans cette derniére référence, il est clairement
mentionné que l'influence de la dispersion n’est pas encore connue. Les auteurs soulignent
que des recherches sont nécessaires, pour déterminer dans quelles conditions la dispersion
doit étre considérée, ou peut étre négligée, dans les problémes de solidification.

1.5 Motivations et choix de la méthode

La thése a pour objet d’établir, et de résoudre, un modéle macroscopique complet, décrivant
les transferts de quantité de mouvement, de masse et d’énergie, au cours de la solidification
des mélanges binaires. L’étude est restreinte au cas des zones dendritiques colonnaires, en
I’absence de transport du solide, et aux régimes d’écoulement laminaire.

Afin de proposer des éléments de discussion sur ’établissement d’un modéle macroscopique,
et d’apporter une réponse aux limites et au caractére semi—empirique, que nous avons
soulignés, des approches actuelles, nous avons décidé de mettre en ceuvre la méthode de
prise de moyenne volumigque.

Cette méthode consiste a intégrer, & l'aide de théorémes de prise de moyenne spatiale
(Marle, 1967 ; Whitaker, 1969 ; Gray, 1975), des équations de transport microscopiques,
dans des volumes élémentaires représentatifs d’un systéme multiphasique. Les phénoménes
de dispersion et d’échanges interfaciaux, ou les effets de la géométrie locale du milieu
(tortuosité) apparaissent alors, dans les équations moyennées, sous la forme de termes
faisant intervenir les grandeurs physiques microscopiques.

L’utilisation de la technique de fermeture permet alors d’exprimer chacun de ces termes
en fonction des grandeurs moyennes, en définissant des propriétés de transport effectives.
Celles—ci sont alors solutions de problémes de fermeture (Carbonell & Whitaker, 1984 ;
Crapiste et al., 1986 ; Whitaker, 1986a).

De trés nombreux auteurs ont utilisé, de maniére conjointe, les méthodes de prise de
moyenne et de fermeture, pour modéliser les transferts de masse (Zanotti & Carbonell, 1984
; Plumb & Whitaker, 1988 ; Quintard & Whitaker, 1994a ; Chella et al., 1998), d’énergie
(Quintard & Whitaker, 1995 ; Batsale et al., 1996 ; Quintard et al., 1997) et de quantité
de mouvement (Whitaker, 1986a, 1996 ; Quintard & Whitaker, 1988 ; Barrére et al.,
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1992 ; Quintard & Whitaker, 1994b), dans des milieux poreux ou multi-phase, homogénes
ou hétérogénes. Dans certaines de ces études, les valeurs théoriques et expérimentales des
propriétés effectives ont été comparées : les calculs des tenseurs de permeéabilité (Whitaker,
1996), de diffusion-dispersion massique (Plumb & Whitaker, 1988) et thermique (Quintard
et al., 1997), ainsi que les tenseurs de conductivité thermique effective (en régime de
diffusion, Nozad et al., 1985), sont en bon accord avec les résultats d’études expérimentales.

Ainsi, nous avons également choisi de mettre ceuvre, de maniére conjointe, les méthodes
de prise de moyenne volumique et de fermeture pour établir notre modeéle. Cette approche
semble en effet particulierement adaptée & la prise en compte des effets des phénomeénes
microscopiques (dispersion, tortuosité) et des échanges interfaciaux, dans l’expression des
équations macroscopiques de transport, et dans la représentation des propriétés effectives
de la zone pateuse.

En outre, il est important de rappeler que Benihaddadene (1997) et Goyeau et al. (1997,
1999) ont étendu l’application des méthodes de prise de moyenne, et de fermeture, au
cas des milieux poreux & hétérogénéités évolutives. Ce type de structure pose effective-
ment un probléme théorique important, car leurs propriétés macroscopiques dépendent
non seulement du point considéré, mais elles peuvent aussi dépendre, a priori, de la taille
du volume de prise de moyenne. Cependant, les auteurs précédents ont clairement montré
que les techniques de prise de moyenne et de fermeture restaient valides, dans le cadre
de contraintes d’échelles de longueur précises, caractérisant les structures a hétérogénéités
évolutives. Ces études ont en effet permis d’établir une forme hétérogéne de ’équation de
Darcy, par prise de moyenne des équations locales de Stokes, et de déterminer le tenseur de
perméabilité, dans des structures dendritiques schématiques et réelles. Ceci constitue donc
un résultat tres important, sur lequel nous pourrons nous appuyer dans le développement
théorique de notre modéle.

1.6 Objectifs de la thése

Les objectifs de la thése sont les suivants :

1. Etablir, par prise de moyenne volumique, une modélisation macroscopique
de ’écoulement, et des transferts de masse et de chaleur, dans un mélange
binaire en cours de solidification.

Nous rappelons que 'étude est restreinte au cas des zones pateuses constituées de
dendrites colonnaires. Le phénoméne de transport de la phase solide est négligé, et
les écoulements étudiés sont laminaires.

Le développement complet de ’établissement du modéle est présenté dans le Chapitre
II du manuscrit. Une discussion approfondie est menée, sur I'importance relative
des différents termes issus du changement d’échelle. L’objectif de ce travail est de
justifier la forme des équations macroscopiques de transport, et d’affiner la définition
des propriétés effectives de la zone pateuse.

Aprés une description des hypothéses et du modeéle & 1’échelle des microstructures
(I1.1), le deuxiéme paragraphe est consacré a la prise de moyenne de l’équation de
quantité de mouvement (I1.2). Les deux paragraphes suivants présentent respective-
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ment ’établissement des équations macroscopiques de conservation des espéces (I1.3)
et de ’énergie (I1.4).

Les équations macroscopiques sont effectivement établies d’une maniére séquentielle,
grace & un découplage des différents problémes de fermeture. Ce découplage s’avére
possible lorque 1’on néglige les effets de la vitesse d’interface dans 1’établissement de
ces problémes. Il nécessite aussi 1'utilisation de certaines approximations, qui sont
introduites et clairement identifiées dans I’établissement du modéle macroscopique.

La prise de moyenne est effectuée dans le cadre de contraintes d’échelles de longueur
précises, caractérisant les variations spatiales continues de la géométrie dendritique
(hétérogénéités évolutives) (Benihaddadene, 1997 ; Goyeau et al., 1997, 1999). Les
différents termes, apparaissant dans les équations moyennées, sont évalués a l'aide
d’analyses d’ordre de grandeur, fondées principalement sur ces contraintes géométri-
ques.

Une version « compléte » du modeéle est d’abord résumée (I1.5). Certains termes
non classiques, relatifs au transfert macroscopique de masse, faisant intervenir des
coefficients de transport (pseudo—vitesses) (Zanotti & Carbonell, 1984 ; Quintard &
Whitaker, 1994a ; Chella et al., 1998), ou des gradients de porosité, apparaissent
dans cette version du modéle. Une discussion, fondée sur des travaux précédents
(Quintard & Whitaker, 1994a ; Quintard et al., 1997), ainsi que sur une analyse
d’ordre de grandeur, conduit ensuite & négliger ces termes. La version simplifiée du
modéle macroscopique, ainsi obtenue, est alors résumée dans le paragraphe 11.6.

Ce modele est fondé sur 'hypothése classique d’équilibre thermique local (modéle a
une équation d’énergie). En revanche, la description des échanges macroscopiques de
masse est diphasique. Ainsi, le transfert d’espéce, a travers l'interface solide-liquide
(microségrégation), est modélisé par des coefficients d’échange massique, relatifs a
chacune des phases solide et liquide.

. Construire et mettre en ceuvre une méthode numérique pour la résolution

du modéle.

Plus précisément, nous développons dans le Chapitre III une méthode de volumes
finis en deux dimensions. Une attention particuliére est notamment portée sur la
discrétisation des équations de masse (II1.2), qui s’avére délicate dans les modeéles
décrivant les échanges de masse interfaciaux (Wang & Beckermann, 1996b ; Tardy
& Quintard, 1999). Un choix particulier d’inconnues et d’algorithme permet en effet
d’obtenir une résolution stable des équations de masse. La méthode développée se
distingue ainsi des schémas & deux pas de temps, utilisés jusqu’a présent pour la
résolution des modéles multi-phase de solidification des mélanges binaires (Wang,
1994 ; Wang & Beckermann, 1995, 1996b).

Apreés quelques calculs classiques de validation numérique, sur des problémes de con-
vection naturelle, ’algorithme établi est mis en ceuvre pour simuler la solidification
du mélange binaire NH4C1(10%)-H20 dans une cavité carrée (Voller et al., 1989).
L’ojectif principal de cette premiére application est de tester, et de démontrer, la per-
tinence et la robustesse de la méthode numérique développée. Toutefois, elle permet
aussi de faire une premiére évaluation du potentiel du modéle physique.

Les conclusions et perspectives de la thése font ’objet du Chapitre IV.
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Chapitre 11
Etablissement du modéle physique

Ce chapitre présente le développement complet de I’établissement du modéle macroscopique
de solidification des mélanges binaires. Nous commencgons par une description des dif-
férentes hypothéses physiques et des équations de bilan décrivant les transferts couplés
de chaleur et de masse, a I’échelle des microstructures cristallines. La géométire du mi-
lieu poreux considéré, représentant la zone dendritique colonnaire du mélange binaire, est
également caractérisée par des contraintes d’échelles de longueur précises. Nous procédons
successivement & la prise de moyenne volumique et a la fermeture des équations macro-
scopiques de quantité de mouvement, d’espéce et d’énergie. Un modéle complet, com-
prenant un certain nombre de termes non classiques associés aux échanges macroscopiques
de masse, est résumé dans un premier temps. A l’issue d’une discussion sur 'importance de
ces termes, ils sont finalement négligés. La version définititive du modéle macroscopique,
ainsi obtenue, est & son tour résumeée, et ses principales caractéristiques et originalités sont
décrites de maniére détaillée dans la conclusion de ce chapitre.

I1.1 Position du probléme a 1’échelle des microstructures

1I.1.1 Hypothéses physiques

Le probléme décrivant les échanges de masse, de chaleur, et de quantité de mouvement, a
Péchelle des microstructures cristallines du mélange binaire (figure II.1), s’inscrit dans le
cadre des hypothéses suivantes :

— Les phases liquide et solide du mélange sont constituées de deux espéces chimiques
a et B parfaitement miscibles. Les concentrations massiques de chaque espéce dans
la phase k sont définies de la maniére suivante :

5
co=P  of =P (IL.1.1)

bl

Pk Pk

ol g% et p” sont les densités partielles des espéces « et 8 dans la phase k (Bennon
& Incropera, 1987a), définies par :

o =egoy . a’ =eny (I1.1.2)
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ou gy et sf sont les fractions volumiques des espéces « et  dans la particule liquide

ou solide, et pf et pf les densités des corps purs a et 0 présents dans la phase k.

Ainsi, les concentrations et les densités partielles vérifient :

pe =P+ (a)
(I1.1.3)
ce4+Cf=1 (b)

Le mélange binaire est idéal. L’enthalpie massique de chaque phase (s, £) s’exprime
donc en fonction des enthalpies des corps purs (a, ), constituants le mélange, de la
maniére suivante :

8
Hy = Y CiH' |, k={,s (IL.1.4)
=q

L’équilibre thermodynamique est supposé sur 'interface solide-liquide. Cela se traduit,
d’une part, par 1’égalité des température des deux phases, lorsque les transferts in-
terfaciaux sont réversibles (Bouré & Delhaye, 1982) :

T, = T, sur Ay (I1.1.5)

ainsi que par 1’égalité des potentiels chimiques :

plo= uh , i=a, B sur Ag (I1.1.6)

Lorsque les effets de courbure de l'interface, et de cinétique d’attachement d’atomes
(transferts d’atomes du liquide vers le cristal), sur la température d’équilibre, sont
négligés (Flemings, 1974, Kurz & Fisher, 1989), l’égalité précédente se traduit par
les relations :

Ce = g5(Ts) sur Ay (I1.1.7)

C¢ = ge(Ty) sur Ay (I1.1.8)

ol gs et gy désignent, respectivement, les équations du solidus et du liquidus du
diagramme de phase.

Les flux microscopiques de diffusion massique J }c et thermique g;, sont décrits par les
lois de Fick et de Fourier (Bird et al., 1960), respectivement :

J = —pDyVCL , i=a,f , k=1L,s (I1.1.9)
a9 = —VT, , k={,s (I1.1.10)

Le transport, de méme que les déformations élastiques (Caroli et al., 1991) ou la
dilatation de la phase solide sont négligés, d’ou :

v = 0 (I1.1.11)

en tout point du solide.
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— La viscosité dynamique du liquide est supposé constante. De plus, les effets de
variation de densité sur les contraintes visqueuses sont négligés (Gray & O’Neill,
1976).

— Les masses volumiques, les conductivités thermiques et les diffusivités massiques du
solide et du liquide ne varient de maniére significative qu’a 1’échelle macroscopique
L. Autrement dit, les fluctuations spatiales (A.8, Annexe A) de ces grandeurs sont
négligées a l'intérieur de chaque volume élémentaire représentatif (V.E.R.) V (figure
I1.1) du systéme considéreé.

11.1.2 Equations de conservation

Les échanges a 1’échelle microscopique, dans le mélange binaire (figure I1.1), sont décrits
par les équations volumiques de continuité des deux phases, de quantité de mouvement du
liquide, d’espéce et d’énergie des deux phases, figurant dans la Table 1 (Gani¢ et al., 1985).
Elles sont associées aux équations de saut, traduisant la conservation de masse, d’espéce
et d’énergie sur l'interface solide-liquide (Caroli et al., 1991).

Ce systéme est complété par les relations d’équilibre thermodynamique (II.1.5), (I1.1.7)—
(I1.1.8), ainsi que par les lois de Fick (I1.1.9) et de Fourier (I1.1.10).
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Table 1: Systéeme d’équations de conservation microscopiques

Ops
= 11.1.12
5 — Y ( )
Ope B
WV (o) =0 (I1.1.13)
8 2
5 (peve) +V - (peveve) = —=Vpe + 1o V?ve + peg (IL.1.14)
9 (psCi) ==V - Jt (IL.1.15)
at S S
5 (peCh) + V - (peClve) = -V - T} (IL.1.16)
4 2 i i >
E(psHs)JrV' Y HI| =-V-q,+ps Q, (IL1.17)
=
9 B .
5 (Pel) +V - peHeve + > HZJ@] =-V-q,+p Q (I1.1.18)
1=«
PsTus - (—wes) = pengs - (Ve — wys)  sur  Agg (I1.1.19)
s - [psCh (—wis) + I2) = s - [peCh (Ve — wes) + T (I1.1.20)
ﬁ . .
Nys - [psHs (_wés) + ZHZJZS +4q,| =
=
ﬁ o .
Ny - [ngg (Ve — wys) + ZHZJZ +qy sur Ay (IT.1.21)
=
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11.1.3 Contraintes géométriques

Avant de procéder a la prise de moyenne volumique des équations microscopiques (Annexe
A), il est nécessaire de caractériser la géométrie de la zone dendritique, c’est—a—dire de
déterminer les relations (contraintes) vérifiées par les différentes échelles de longueur, as-
sociées au systéme considéré (figure I1.1), qui sont la taille du pore 4y, celle du volume de
prise de moyenne rg, et celle du systéme macroscopique L.

Pour cela, nous nous appuierons sur les travaux précédents, relatifs a la prise de moyenne
des équations de Stokes, dans des structures schématiques (Benihaddadene, 1997 ; Goyeau
et al., 1997) et réelles (Benihaddadene, 1997 ; Goyeau et al., 1998, 1999).

T Contraintes d’échelles
faible (< 0,5 %) by K 1y € L, L (I1.1.22)
modéré (< 4 %) b < 1o < L, L (11.1.23)
grand (> 4 %) by < 1y ~ Ly L (I1.1.24)

Table 2: Influence de T sur les relations entre les échelles de longueur

Contrairement aux milieux poreux homogeénes ou les différentes échelles caractéristiques
sont clairement séparées, les zones de croissance colonnaire présentent des variations con-
tinues des propriétés macroscopiques ou hétérogénéités évolutives. En effet, dans ce type
de structure, la porosité ¢, varie de 0 & 1 dans la direction de la croissance cristalline.

En considérant une structure dendritique schématique, Goyeau et al. (1997) ont montré
qu’en fonction du taux de variation de la géométrie, 7, dans la direction des axes primaires
des dendrites (taux de variation de 1’épaisseur des cristaux), on distingue trois contraintes
d’échelles. Ces relations sont résumées dans la Table 2, dans laquelle L. est la longueur
associée aux variations de la porosité :

— Lorsque le taux de variation de la géomeétrie 7 est faible (7 < 0.5%), la structure
poreuse est quasi-homogeéne et la séparation des échelles est décrite par la relation
(I1.1.22) (Bear, 1972).

— Pour des valeurs de 7 supérieures mais restant « modérées » (7 <4 %), on constate,
bien que moins nettement, que les échelles restent séparées et qu’elles vérifient la
relation (I1.1.23) (Benihaddadene, 1997 ; Goyeau et al., 1997). Dans ces conditions,
la technique de prise de moyenne volumique garde tout son sens et peut étre ap-
pliquée. Toutefois, la taille du volume de prise de moyenne ry doit étre déterminée,
de telle sorte que les valeurs des grandeurs macroscopiques (telles que la porosité et la
perméabiblité) soient quasi-indépendantes de ry (Goyeau et al., 1997, 1999). Ainsi,
pour des zones pateuses dont 1’épaisseur est de ’ordre du millimétre, Goyeau et al.
(1999) estiment que la valeur adéquate de rg est de I'ordre du dixiéme de millimétre.
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Figure I1.1: Zone dendritique colonnaire et volume de prise de moyenne associé

— En revanche, pour des taux de variation supérieurs, la séparation des échelles n’est
plus vérifiee (relation (II.1.24)). Dans ce cas limite, l'utilisation d’'un volume de
prise de moyenne « déformable » (volumes de taille non uniforme dans la zone pa-
teuse) pourrait s’avérer nécessaire pour obtenir une description macroscopique des

écoulements et des phénomeénes de transfert au sein de la zone pateuse (Cushman,
1983).

Dans ce travail, conformément aux évaluations de 7 dans des structures dendritiques réelles
(Goyeau et al., 1999), nous nous limiterons aux décroissances de la géométrie faibles ou
modérées, représentées par les contraintes (I1.1.22) ou (I1.1.23).

Il est important de rappeler que le modéle macroscopique, qui sera établi & l'issue de
la méthode de changement d’échelle, est un modeéle hétérogéne. En effet, I’ensemble des
propriétés macroscopiques, telles que la porosité ou la perméabilité, dépendent du point.
De plus, le changement de phase solide-liquide étant considéré, ces propriétés dépendent
aussi, naturellement, du temps.
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LA PHASE LIQUIDE

I1.2 Equations de quantité de mouvement et de continuité
de la phase liquide

I1.2.1 Introduction

Les équations de quantité de mouvement, décrivant I’écoulement dans les zones pateuses
colonnaires, ont été établies & 'aide de deux approches différentes, décrites par Prescott
et al. (1991) :

— Dans l'approche multi-domaines, (Szekely & Jassal, 1978 ; Ridder et al., 1981 ;
Worster, 1991), 'écoulement est décrit par la loi de Darcy dans la zone pateuse,
et par I’équation de Navier-Stokes dans la zone purement liquide du mélange. Ces
deux équations sont alors couplées par des conditions appropriées, imposées sur la
frontiére délimitant les deux régions.

— Dans les modéles continus (théorie des mélanges ou moyennes volumiques), I’écoule-
ment au sein de ’ensemble du mélange est décrit par une équation de Navier—Stokes,
complétée par un terme de Darcy (modéle de Darcy—Brinkman) (Bennon & Incr-
opera, 1987a ; Voller et al., 1989 ; Ni & Beckermann, 1991 ; Beckermann & Viskanta,
1993 ; Schneider & Beckermann, 1995b). Cette équation est parfois complétée, égale-
ment, par un terme de frottement inertiel (modéle de Darcy—Brinkman—Forchheimer)
(Beckermann & Viskanta, 1988 ; Ganesan & Poirier, 1990 ; Benihaddadene, 1997).

Les auteurs des modéles récents ont souvent souligné I'importance d’une bonne description
de la permeéabilité de la zone pateuse (Schneider & Beckermann, 1995a ; Schneider et al.,
1997), car elle influence fortement les échanges, et plus particuliérement lintensité de la
macroségrégation au sein d’un mélange (Roch et al., 1991).

Dans la plupart des modéles, la perméabilité est reliée & la porosité de la zone pateuse
par la loi de Kozeny—Carman (Bear, 1972), qui est pourtant adaptée aux milieux poreux
homogénes. L’Annexe B donne une description de ce modéle, dans ses variantes isotrope
et anisotrope, tel qu’il a été appliqué dans la littérature a la solidification dendritique.

Si la version isotrope de ce modéle a été trés souvent utilisée (Bennon & Incropera, 1987b ;
Voller & Prakash, 1987 ; Schneider et al., 1997 ; Gu & Beckermann, 1999), des études ont
par ailleurs montré la forte anisotropie des zones pateuses colonnaires (Nasser-Rafi et al.,
1985 ; Poirier, 1987).

C’est pourquoi plusieurs études numériques ont comparé les résultats obtenus en utilisant
une loi de perméabilité isotrope ou anisotrope. Dans I’é¢tude de Sinha & Sundararajan
(1992), qui néglige la macroségrégation, le modéle de Kozeny—Carman anisotrope (Annexe
B) établi par Poirier (1987) a été utilisé. Les résultats ont montré une influence significa-
tive de ’anisotropie lorsque 1’épaisseur de la zone péateuse est assez grande, et pour des
nombres de Rayleigh thermiques importants. Schneider & Beckermann (1995b) utilisent
également le modeéle de Kozeny—Carman isotrope, ainsi que sa version anisotrope (Poirier,
1987), combinée aux corrélations analytiques correspondant & des arrangements de cylin-
dres (Sangani & Acrivos, 1982 ; Drummond & Tahir, 1984) (Annexe B). Leurs résultats
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LA PHASE LIQUIDE

mettent en évidence l'influence de 'anisotropie de la perméabilité sur les structures de
macroségrégation : les canaux (zones enrichies en soluté), dans la zone pateuse du mélange
binaire Pb—Sn, sont plus longs et plus verticaux lorsque le modéle anisotrope est utilisé.
L’approche de Yoo & Viskanta (1992), en revanche, est un peu différente des deux précé-
dentes. Ils supposent, en effet, que la moyenne géométrique des composantes du tenseur
de perméabilité (normale et paralléle aux axes primaires de dendrites) est représentée par
la loi de Kozeny—Carman isotrope. Le rapport des deux composantes de perméabilité est
alors un parameétre. Les calculs, relatifs au mélange binaire NH4Cl-H5O, montrent que ce
rapport influence la macroségrégation, le phénoméne de refusion, ainsi que 1’étendue et la
forme globale de la zone pateuse.

Par ailleurs, des expériences numériques, réalisées sur des images de dendrites, ont per-
mis de calculer la perméabilité des zones dendritiques colonnaires (Ganesan et al., 1992
; Bhat et al., 1995 ; Goyeau et al., 1999). Ces études ont été motivées par I’absence de
données expérimentales pour des porosités supérieures a 0,66 (Poirier, 1987). La fragilité
des structures cristallines, en effet, ne permet pas de mesurer la perméabilité dans des
zones de porosité supérieures. De plus, l'extrapolation des corrélations expérimentales
aux valeurs supérieures de la porosité n’est pas appropriée (Poirier, 1987). Les résultats
de Goyeau et al. (1999) ont clairement montré, notamment, que le modele de Kozeny—
Carman anisotrope pouvait sous—estimer assez nettement la perméabilité, au voisinage des
sommets de dendrites. Toutefois, davantage de calculs seraient nécessaires afin d’obtenir
une description plus générale de la perméabilité.

En ce qui concerne 'établissement des équations de quantité de mouvement en milieu
poreux, la prise de moyenne des équations de Stokes (Whitaker, 1986a ; Barrére et al.,
1992 ; Quintard & Whitaker, 1994b,c), ou de Navier—Stokes (Whitaker, 1996), a été réal-
isée pour les milieux poreux homogeénes ou hétérogénes. Benihaddadene (1997) et Goyeau
et al. (1997), quant & eux, ont moyenné ’équation de Stokes dans des structures dendri-
tiques schématiques, a variations continues de porosité ou hétérogénéités évolutives. Goyeau
et al. (1999) ont ensuite étendu ce travail aux zones dendritiques réelles. L’équation macro-
scopique obtenue est une forme hétérogéne de I’équation de Darcy : les gradients de porosité
apparaissent explicitement dans ’expression des termes de diffusion visqueuse.

Ce paragraphe est consacré a ’établissement des équations de quantité de mouvement, et
de continuité de la phase liquide, de notre modéle de solidification des mélanges binaires.
D’un point de vue plus fondamental, les objectifs sont les suivants :

— Etendre les études précédentes de changement d’échelle au cas d’un écoulement
représenté par les équations de Navier—Stokes, en présence de changement de phase,
dans un milieu poreux représentant une zone pateuse colonnaire, caractérisée par des
variations continues de porosité.

— Justifier, par une analyse d’ordre de grandeur, la faible importance des termes
habituellement négligés de maniére intuitive dans l’équation macroscopique de quan-
tité de mouvement (flux de dispersion, transport de quantité de mouvement par le
déplacement de 'interface solide-liquide).

— Etablir les problémes de fermeture définissant les tenseurs de perméabilité et d’inertie
(représentant la correction de Forchheimer) (Whitaker, 1996). Ce point constitue la
principale originalité de ce paragraphe, vis—a—vis des modéles de solidification.

24



AL .L'I\c{UﬂJ_.LUqu B et \c{UﬂlV A AL A7 1] AviJS U Yy LJIvVvidJiINY 4 41J4 17 JUJAIN L LIV AL 4 4d L1

LA PHASE LIQUIDE

11.2.2 Prise de moyenne volumique

11.2.2.1 Probléme local

Les équations décrivant le transport de quantité de mouvement, & 1’échelle du pore du
systéme considéré (figure II.1), figurent dans la Table (1). En considérant de plus une
condition, @ priori inconnue, sur les valeurs de vy a la frontiére Ay, on obtient le probléme

suivant :
% + Ve(pve) = 0 (a)
0
5 v+ Velpveve) = —Vpe+pVivet g (0) (11.2.1)
Tus * Vg = Odmngs-wp sur Ay (¢)
Ve = f(r,t) sur Age (d)

on 6=1-"7 désigne le parametre de contraction du mélange.
Pt

Comme le précise Whitaker (1986a), la condition a la limite (II.2.1d) n’est en général
connue qu’en termes de moyennes, et sa présence nous rappelle ce que l'on ignore, plutot
que ce que ’on connait, du champ de vitesse.

11.2.2.2 Equations moyennées

La prise de moyenne volumique des équations de continuité du liquide, et de quantité de
mouvement, s’effectue au moyen des théorémes (A.10a,b), et de la décomposition de Gray
(1975) (A.8) pour la vitesse et la pression :

vi = (v +¥ (I1.2.2)
pe = vlpo)' + P (I1.2.3)

et des propriétés (A.11), (A.14) et (A.15) qui figurent dans ’Annexe A. L’ensemble des
notations relatives a la prise de moyenne sont également définies dans cette annexe.
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On obtient alors les équations moyennées suivantes :

%(6&0@) +V- (€eﬂe<ve)£) = 1My (a)

0

ot (&ng(ve)f) +Vv- (e’zp’v’("@)e(vz)e) +V. (65,0@(?/@\7@)[)

g7 [ Tes e (Ve—wes) pevedA = (IL.2.4)
Als

—e0V {(pe)* + eeue V> (Vo) + e0pieg

1

- ~ 1 -
+—/ ngs - (—ped + peVvy) dA + pgV - [—/ Ny Vy dA] (b)
V Ags V Ags

ol my est le taux de fusion par unité de volume, qui a pour expression :

. 1
my = —= [ penygs- (Ve — wys) dA (IL.2.5)
V Als
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11.2.3 Fermeture de 1’équation macroscopique de quantité de mouve-
ment

Dans les équations (I1.2.4), la présence des intégrales de surface, et du flux de disper-
sion (Annexe A), faisant intervenir les fluctuations, ne permettent pas de calculer les
champs macroscopiques de vitesse et de pression. En effet, ces termes doivent étre ex-
primés sous forme de quantités moyennes et de propriétés de transport effectives. Ce
sous-paragraphe est consacré a ’établissement des problémes de fermeture permettant de
déterminer ces propriétés, qui sont, en ’occurrence, les tenseurs de perméabilité et tenseur
d’inertie (Whitaker, 1996) de la zone pateuse.

11.2.3.1 Premiére équation de fermeture

Afin d’obtenir une équation portant sur I'inconnue vy, on introduit la décomposition (I1.2.2)
dans (I1.2.1a), multipliée par ey, puis on retranche (I1.2.4a), et I’on obtient :

- Oe .
eeV - (peve) = pza—te + pe(ve)’ - Veg — 1y (I1.2.6)

L’intégration de (II.2.1c) sur Ay fournit I’équation du bilan de masse global sur l'interface :

s +1mg = 0 (I1.2.7)

oll my est le taux de solidification par unité de volume :

. 1
ms = —37 PsMgg (_wfs) dA (1128)
V Ags

On peut définir, de méme que Beckermann & Viskanta (1993), la vitesse de croissance
moyenne de la maniére suivante :

Wy, = — ng - wyps dA  ou A est aire de Ay (I1.2.9)
A Als

ainsi que la surface spécifique :

A
A, == I1.2.1
=5 (11.2.10)

Le taux de solidification s’écrit alors :

Ty= psAyihy, (11.2.11)

En introduisant cette expression dans (I1.2.6), et en utilisant la décomposition (II1.2.2) dans
(I1.2.1c), on obtient le probléme suivant :

. - _, Ogyp _ _ _
peV vy + vi-Vpy = Sglpea + e, peVer- (vo)t + €)' psApin  (11.2.12)

Ny Ve = OMypg-Wps — Mg+ <v£>€ sur Ay (I1.2.13)
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Pour comparer vy et (vz)z, il est nécessaire d’analyser les ordres de grandeur des termes
de la condition & la limite (I1.2.13).

L’équation de conservation de la masse sur 'interface (I1.2.1¢) indique clairement que la
vitesse du liquide & linterface n’est pas nulle lors du changement de phase, lorsque les
densités des deux phases sont différentes (6 # 0).

En réalité, la contraction (§ < 0) ou l'expansion (6 > 0) génére un écoulement dans
I’ensemble du liquide interdendritique (Prescott & Incropera, 1996), qui se superpose &
l’écoulement de convection naturelle. L’écoulement de contraction/expansion peut avoir
des effets sur I'instabilité morphologique (Misbah, 1985) et sur la macroségrégation (Voller,
1997). Cependant, ces effets sont en général minimes lorsque ¢ est petit (Davis, 1993), sauf
si la convection naturelle est absente, comme ce serait le cas, par exemple, en microgravité
(Chiareli & Worster, 1995). I1 semble toutefois que la contraction joue un role important
sur la formation de micropores de gaz dans la zone pateuse (Flemings, 1974 ; Xu & Li,
1991).

Cependant, selon Prescott & Incropera (1996), l'effet de la contraction sur le champ de
vitesse du liquide ne peut étre significatif que pour de trés forts taux de solidification, ou
de trés faibles perméabilités.

En outre, le paramétre ¢ est en général assez modéré : une valeur typique de | § | est de
10 % pour la plupart des métaux et § ~ —20 % pour 'oxyde UOg du corium. De plus,
on peut considérer que la vitesse de croissance locale w. = ng - wys est petite devant la
vitesse moyenne du liquide, de sorte que :

| 6mgs-wes | < | s - (v | (11.2.14)

Autrement dit, la contribution du phénoméne de contraction au mouvement du liquide est
négligeable, et la vitesse est essentiellement générée par la convection naturelle.

Compte tenu de (I1.2.14), la condition & la limite exacte (I1.2.13) se simplifie ainsi :

Ts - Vo= — g - (vo)t sur Ay, (I1.2.15)
En outre, lorsque les transferts interfaciaux sont réversibles, les phases sont en adhérence
sur linterface (égalité des composantes tangentielles des vitesses des deux phases sur

I'interface) (Bouré & Delhaye, 1982). Comme par ailleurs la vitesse du solide est sup-
posée nulle, cela implique :

Ve = —(vp)* (11.2.16)

On en déduit 'estimation classique de la fluctuation de vitesse (Whitaker, 1986a) :

V=0 ( <v@)f) (I1.2.17)

Par ailleurs, la condition de séparation des échelles de longueur (Table 2):

by < 1y <Ly, L (I1.2.18)
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permet également d’écrire :

6 < Ly, L, (11.2.19)

De plus, on suppose que la vitesse de croissance moyenne est négligeable devant la vitesse
moyenne du liquide générée par la convection naturelle :

o | < || (vt | (11.2.20)

Finalement, on dispose de I’équation (I1.2.12), associée aux contraintes nécessaires a ’analyse
de l'ordre de grandeur de ses différents termes :

( M + wz ezlpe% + gzlpe(vi)e Ve + gzlpsjlvu’)@ (a)
(L1) (L2) (R1) (R2) (R3)
! %, = ()(<vaﬁ) ()  (1L.2.21)
[ o | < (ve) | (o)
( 4 < Ly, L (d)

Nous comparons successivement les termes suivants :

— (L1) et (L2):

(L1) =0 tve)* t (L2) =0 tve)* 11
=0\ rey, et (L2)=0| pe (I1.2.22)

Pour l'ordre de grandeur de (L2), nous avons supposé que la densité, qui est une grandeur
macroscopique (pg = (pg)?), varie de fagon significative sur la distance L du systéme (figure
I1.1). Comme ¢y < L, nous avons :

(L2) < (L1) (11.2.23)

~ (R1) et (R3):

0
Pour exprimer % , on applique le théoréme de prise de moyenne (A.10b) (Annexe A)

pour 1y = yp :

863 1
— == . dA 11.2.24
at V AlsnzS sz ( )
D’apres (I1.2.9) et (I1.2.10), on obtient :
Odey
% _ A, 11.2.25
5 w ( )
(R1) = —g;'peAyiy, (I1.2.26)
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Dans la mesure o py ~ ps, on peut conclure :
(R1) ~ (R3)

(I1.2.27)
- (R1) et (R2):
(ve)* N (R1) _ 0
(R2) =0 (ng—g et d’apres (11.2.26) R = 0 5e1AvL5<v—Se (I1.2.28)
Or, la surface spécifique a pour estimation (Carbonell & Whitaker, 1984) :
A, ~ 2t (11.2.29)
7
d’ou :
(R1) L;. wy,
—~L=01| — 11.2.30
(R2) Lo (vy)t ( )
D’apres (I1.2.21c) et (I1.2.21d), on en déduit :
(1) ~ (R2) (11.2.31)
- (L1) et (R1):
(ve)*
(L1)=0 Py~ et (R1) = —¢, ' ppAyiy, (I1.2.32)
0
d’ou
(L1) (vt e ) (ve)" N
@y -\ araa )=o)\ d’aprés (I1.2.29) (I1.2.33)
et (I1.2.20) implique :
(R1) < (L) (I1.2.34)

L’analyse des ordres de grandeur des termes de (I.2.21a) se résume donc ainsi :

(L2) < (L)
{(Rl) ~ (R2) ~ (R} < (L) (1.2.35)

Finalement, 1’équation de fermeture (II1.2.21a) se réduit & l’approximation usuelle des
écoulements en milieu poreux, en l'absence de changement de phase (Whitaker, 1996 ;
Goyeau et al., 1997 ; Benihaddadene, 1997) :

Vv = 0 (11.2.36)
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11.2.3.2 Deuxiéme équation de fermeture

Afin d’obtenir une équation de fermeture, portant sur 'inconnue v;, on multiplie (I1.2.1Db)
par €y, puis on introduit les décompositions (I1.2.2)-(I1.2.3) dans ’équation ainsi obtenue,
et on retranche l’équation (I1.2.4b) . En considérant, de plus, la condition & la limite

approchée (I1.2.16), on obtient le probléme suivant :

ov - - —
Sepea—te +eepeve - V¥ + eopi¥e - Vive) — V- (wpe(VeVe)e)
. 1
—my (V) — v | mes (Ve — wys) peve dA =
Als
_ 1 B .
—eeVe+ e Ve — 3 s (—pel + e Vvy) dA
£s
1 -
—HZV - [V/ TNysVy dA:| (a)
Als
Ve=—(ve) sur Ay ()

Analyse des ordres de grandeur

(11.2.37)

La complexité de ’équation (I1.2.37a) nous améne a analyser I’ordre de grandeur de chacun
de ses termes afin de procéder & d’éventuelles simplifications. Pour cela, nous rappelons

les contraintes (I1.2.14), (I1.2.19), (I1.2.20) et (I1.2.17) :

4y €< Ly, L, L
|$we | < |- (vo) |
(@, | < || (vo)' |

Ve = O((Vz)e)

Analyse du premier membre de (I1.2.37a)

- Terme d’accumulation :

L

Soient ¢ et t* les temps caractéristiques des variations de vy et de (vg)*:

ov (ve) dve)* (ve)’
o) - B -o(5F)
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On considére alors le systéme formé des équations couplées (II.2.4b) et (I1.2.37a), et de
méme que Quintard & Whitaker (1994a) pour les transports de masse en milieu poreux
homogéne, nous supposons la séparation des échelles de temps :

o<t (11.2.43)

de sorte que I’équation (I1.2.37a) est quasi-stationnaire devant (I1.2.4b). Par conséquent,

vy e
le terme ot est négligé.

- Termes convectifs :

v V¥ =0 ( (ve)” ) et Vo -V{v)=0 ( (ve)” ) (11.2.44)

Alors (I1.2.38) implique :

~ ¢ ~
eepeve- V{(ve)" <K egpeve- Vg

(I1.2.45)
- Terme de dispersion :
~ <\l (vo)”
V- <€gpe<Vng) ) =0 | epe 17 (I1.2.46)
En considérant que :
L~L, (I1.2.47)
on peut conclure :
~ ~\/ ~ ¢ ~
v (EeW(VM) ) eepeve- V{ve) K epeve- VVy (I1.2.48)

- Termes de changement de phase :

Les deux derniers termes du premier membre de I’équation (I1.2.37a) proviennent du
changement de phase. En particulier, 'intégrale de surface représente le transport de
quantité de mouvement du liquide, di au mouvement de l’interface :

1

v Tys - (Ve — wys) peve dA (I1.2.49)
Als

Compte tenu de la condition a la limite approchée (11.2.37b), on a:

vp~0 sur Ay (I1.2.50)

et on peut négliger I'intégrale de surface (I1.2.49).
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L’estimation du terme — 112y (v,)¢ est donnée par (11.2.11) et (11.2.29) :

o {_ ’lz)n<V@>e
my (vg) = O | egps (I1.2.51)

£y

Par conséquent, d’apres (I1.2.40) et (11.2.44) :

— g (vt < ewpeve- Vv (11.2.52)

Finalement, egpgvy- Vvy est le seul terme restant au premier membre de (I1.2.37a).
Analyse du second membre de 1’équation (I1.2.37a)

- Termes de pression et de viscosité :

~ ¢
—&¢Vpp =0 ( % ) et e Vvy=0 (Egug <‘Z;> > (I1.2.53)
{4

Nous supposons que ces deux termes ont le méme ordre de grandeur, ce qui se traduit par
la contrainte :

pe=0 (ue— ) (11.2.54)
7

- Termes visqueux et d’échange interfacial :

Le terme d’échange interfacial de quantité de mouvement a pour estimation :

(ve)*

1 ~ ~ v
s - (—pel + peVve) dA =0 (AvHZT ) =0 (em 7 ) (I1.2.55)
{4

V Als

car A, ~ Z—e d’apres (I1.2.29). On peut conclure d’aprés (I1.2.53) :
14

1

v mes (—DeX+ pVvy) dA  ~ Vv,
Als

(11.2.56)

1
- Terme de tortuosité: u,V - [v/
L

ngs% dA:|

8

Pour analyser ce terme, nous utilisons la condition & la limite approchée (I1.2.37b), et nous

obtenons :
1 ~ 1 ;
weV - | = Ny Vy |,. dA| = uV-|—= n£s<V£> |l‘ dA
14 Ay 4 Ags

8

= wV- [V&g(vz)e] (I1.2.57)
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d’aprés la propriété (A.15), qui est valable car les moments géométriques (A.19) sont
négligeables (Goyeau et al., 1997, 1999) (Annexe A). Finalement,

1 -
eV - [—/A NysVy dA] = e Ver- Vv + pe (Veg) (vo)
Ls

%
l Y/
= 0 (Qlugj(:vi); ) + 0 (ag,ueb;—w ) (I1.2.58)

2
£

Etant donné la contrainte (I1.2.38), on obtient :

1
MV'[—/
¢ an

Ny Vy dA:| L Vv (11.2.59)

8

Finalement, seuls les trois premiers termes demeurent au second membre de I’équation de
fermeture (I1.2.37a). Si de plus nous divisons par ey, ’équation (I1.2.37a) se simplifie et
prend la forme suivante, identique a celle obtenue par Whitaker (1996) :

- - - 1 - -
peve - Vv =—Vpy+ 1y V>?vy — VZ B ngs - (—pel + peVvy) dA (I1.2.60)
Ls
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11.2.3.3 Forme finale du probléme de fermeture

L’analyse d’ordres de grandeurs précédente nous a permis d’établir le probléme de ferme-
ture suivant, constitué des équations (I1.2.36), (I1.2.60), de la condition & la limite (I1.2.37b)
et de la condition sur Ay, :

V-vp =0 (a)
peve-Vve = =Vpp+ p/ Vv
1 - -
—7/ ns - (—pel + e Vve) dA - (b) (I1.2.61)
¢ Ags
Ve = —(vp)f sur Ay (c)
Ve = G-(vp)' sur A (d)

Ici, nous avons supposé que I'équation (I1.2.1d) pouvait s’écrire vy = A - (vz)Z ol A est
un tenseur d’ordre deux, et nous avons posé: G=A —1.

Le probléme de fermeture (I1.2.61) est identique & celui établi par Whitaker (1996), par
prise de moyenne de 1’écoulement de Navier-Stokes dans un milieu poreux homogéne, en
I’absence de changement de phase.

La forme de (I1.2.61) suggére que (vy)’ est la grandeur génératrice des fluctuations de
vitesse et de pression. Ainsi, en suivant la démarche de Whitaker (1986a, 1996), Quintard
& Whitaker (1994b), Goyeau et al. (1997) et Benihaddadene (1997), nous supposons que
Vy et pg sont reliés & (vy)" par les expressions :

Ve = M-(vg)" (a)
(I1.2.62)
Pe = mm- (vt (b)

Les inconnues m et M sont définies comme étant les solutions du probléme suivant
(Whitaker, 1996) :

V-M = 0 (a)
%W-VM - —Vm+V2M—%/Alsngs-(—Im+VM) dA (b)

M = —1 sur Ay, © (I1.2.63)
m(r+4) = m(r),M(r+4)=M(r) sur A (d)
M) = 0 (€)
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La contrainte (I1.2.63e), généralement imposée, est nécessaire pour obtenir une solution de
ce probléme (Quintard & Whitaker, 1993 ; Whitaker, 1996).

Par ailleurs, la condition & la limite (I1.2.61d) a été remplacée par les conditions de périodic-
ité (I1.2.63d), qui sont habituellement associées aux milieux poreux homogenes (Carbonell
& Whitaker, 1984). En effet, d’apres la condition & la limite (I1.2.61c), nous savons que vy
est de I'ordre de <v£)e’ et que la contrainte imposée sur Ay, ne peut influencer le champ vy
que dans une région d’épaisseur £, a la frontiére de V' (figure I1.1) (Whitaker, 1996). C’est
pourquoi, dans la mesure ou les variations de <Vg)e sont négligées dans V', dans les struc-
tures homogeénes, des conditions de périodicité des champs de fluctuation sont imposées
sur Age.

Pour des structures dendritiques, caractérisées par des variations continues de porosité,
les conditions de périodicité, dans la direction des axes primaires de dendrites, semblent
a priori inappropriées. Cependant, Goyeau et al. (1997, 1999) ont résolu le probléme de
fermeture classique associé au calcul de la perméabilitée (Whitaker, 1986a ; Barrére et al.,
1992 ; Whitaker, 1996), dans des zones pateuses schématiques et réelles, respectivement.
Pour ces deux types de structures, caractérisées par des variations modérées (mais non
faibles) de porosité (correspondant & (I1.2.18)), les calculs de perméabilté ont donné de
bons résultats. Ainsi, dans le cadre de la contrainte (I1.2.18), que nous nous sommes fixée,
nous conservons les conditions de périodicité (dans lesquelles ¢; désigne les vecteurs de
base, figure 11.2).

Whitaker (1996) a décomposé le systéme (I1.2.63) en deux sous—problémes. Le premier
fournit la perméabilité du milieu poreux, tandis que le deuxiéme fournit la partie inertielle

de I’échange interfacial de quantité de mouvement (correction de Forchheimer).

Ainsi, on considére la décomposition (Whitaker, 1996) :

m = b(g) + C(w,(w%) (a)

(I1.2.64)
M = B() + C(e, (V) ()
et (I1.2.62) s’écrit :
Ve = Bl (vo' 4 Cle, (vof) vt (@
(I1.2.65)
e = b v + pee(ee, (vo) vt )

36



AL .L'I\c{UﬂJ_.LUiVu B et \c{UﬂlV A AL A7 1] AviJS U Yy LJIvVvidJiINY 4 41J4 17 JUJAIN L LIV AL 4 4d L1

LA PHASE LIQUIDE

Les inconnues b et B sont les solutions du probléme suivant (Whitaker, 1996) :

Probléme 1:

V-B =0 (a)

) 1
0 = —Vb+VB—Ve/Alsngs-(—Ib+VB) dA ()
B = —1 sur Ay (c)
b(r+4) = b(r),B(r+4)=B(r) sur A (d)
(B)f = 0 ()

(11.2.66)

Ce probléme de fermeture est identique & celui que Whitaker (1986a) a établi pour un
écoulement de Stokes en milieu poreux homogéne, et & celui obtenu par Goyeau et al.
(1997) pour un écoulement de Stokes dans une structure dendritique schématique.

La définition (I1.2.64) de b et B permet d’obtenir, en substituant (I1.2.65) dans le systéme

(I1.2.63), le probléme vérifié par les inconnues ¢ et C:

Probléme 11 :

vV.-C=0 (a)

1
@Vg-V(B+C):—Vc+V2C—7/ ng - (~Ic+ VC) dA  (b)
L J A,

e
C=0 sur Ay (¢)
c(r+4)=c(r),C(r+£4)=C(r) sur Ag (d)
(Ccyf =0 (e)

(11.2.67)

Les problémes de fermeture (I1.2.66) et (I1.2.67) peuvent étre résolus en considérant des
écoulements paralléle et transverse aux axes primaires de dendrites schématiques ou réelles,
dans une cellule représentative V, représentée schématiquement par la figure I11.2 (Beni-

haddadene, 1997 ; Goyeau et al., 1997, 1999).
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Figure 11.2: Schématisation du V.E.R. pour la résolution des problémes de fermeture

11.2.4 Forme fermée de ’équation macroscopique de quantité de mou-
vement

Les expressions des fluctuations de vitesse (I1.2.65a) et de pression (I1.2.65b) permettent
de fermer l’équation macroscopique (I1.2.4b). En négligeant, par ailleurs, le transport
de quantité de mouvement par le déplacement de linterface solide-liquide (II.2.49), on
obtient :

o (anetvd?) + 7+ (copetve (v0) + V- [eepetve) - (MO (v)] =

—eeV (o) 4 eV (Vo) + 1 Ver - V(v + e (V2eg) (vi)©

—eruK" - (vo)' — 2K F - (vo)* + eopeg

(11.2.68)

ou K et F désignent respectivement le tenseur de perméabilité, et le tenseur représentatif
des effets d’inertie microscopique (Whitaker, 1996) :

K = _i/ nes- (b + VB) dA  (a)
w Ags
(I1.2.69)
1
K F = [ nee(Clerveyda )
W Ags

Afin de procéder a d’éventuelles simplifications, nous allons discuter 'importance des ter-
mes d’inertie et de diffusion visqueuse (correction de Brinkman) de cette équation :

— Termes d’inertie

La loi de Darcy, qui assume une relation linéaire entre le gradient de pression et la vitesse
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de filtration (vy), n’est valable que pour des écoulements & petits nombres de Reynolds
en milieu poreux (Nield & Bejan, 1998 ; Cvetkovi¢, 1986). Dybbs & Edwards (1984) ont
montré expérimentalement que la transition entre le régime darcéen, ol les forces visqueuses
microscopiques prédominent, et le régime inertiel correspond & des nombres de Reynolds
de filtration, Rey =|| (v¢)€e || / ve, compris entre 1 et 10.

Forchheimer (Bear, 1972) fut le premier & apporter une correction a la loi de Darcy,
représentative des effets d’inertie en milieu poreux, pour obtenir les équations monodi-
mensionnelles suivantes (Bear, 1972) :

- — 2
Ao av + bv (a)
(I1.2.70)
_Lp = av+ b’ +cv? (b)
Ax

ou p est la pression macroscopique du fluide, v la vitesse de filtration et a, b, ¢ des
constantes & déterminer expérimentalement.

Si la forme (I1.2.70a) est souvent utilisée pour les écoulements inertiels en milieu poreux,
certains auteurs, tels que Mei & Auriault (1991) ou Firdaouss & Guermond (1995), consid-
érent, en se fondant sur ’homogénéisation des équations de Navier-Stokes, que la correction
non linéaire & la loi de Darcy est cubique en fonction de la vitesse de filtration. Toute-
fois, ces travaux ne concernent que la déviation & la loi de Darcy pour de faibles nombres
de Reynolds. Pour ce type d’écoulement, la correction n’a que peu d’importance dans la
pratique.

Il est important de noter que la correction de Forchheimer, exprimée en (I1.2.70), représente
le bilan global des effets d’inertie de 1’écoulement. En revanche, la méthode de prise de
moyenne volumique fait apparaitre trois termes distincts dans le bilan de l'inertie :

(V. (8[pe<Vg>e<Vg)£) : flux convectif
! V- I:&‘gpg(Vg)e . (Mt M)e . (v@e] . flux dispersif

—egueK™' - F - (ve)e . terme représentatif des forces d’inertie
L microscopiques, ou correction de Forchheimer

Cependant, le dernier de ces trois termes est largement dominant dans les zones de porosité
petite ou modérée : selon Ma & Ruth (1993), et Hassanizadeh & Gray (1987), la cause
fondamentale du début des effets d’inertie, pour un Reynolds de filtration de ’ordre de 10,
est attribuée aux forces de frottement microscopiques qui s’exercent sur l'interface, dont
I’ordre de grandeur est environ trois fois plus important que les forces d’inertie volumiques
(convection et dispersion).

Il faut noter cependant que la correction de Forchheimer perd de 'importance dans la
zone des sommets de dendrites, ou les porosités deviennent importantes, et ol 'inertie de

I’écoulement moyen est représenté par le flux convectif.

Compte tenu du nombre de Rayleigh thermique du probléme du bain de corium du fond de
cuve (Ra ~ 10'3), les nombres de Reynolds de filtration pourraient étre importants dans la
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zone pateuse, et nous conserverons le terme de Forchheimer qui pourrait étre comparable
au terme de Darcy.

Pour analyser I'importance du flux dispersif, nous allons distinguer le cas des régions de
porosité petite ou modérée, et le cas des régions de porosité importante, au voisinage des
sommets de dendrites.

— Régions de porosité petite ou modérée : g, < 1

En considérant les contraintes suivantes dans ces zones :

b < L (a) 11.2.71
w = o)) o (2
on obtient :
e2

V.- (qu(G(ng)e) =0 (6@/)@ <v2> ) (I1.2.72)
eepe(ve)’ -V (ve) = O (ezﬂe fve) ) (11.2.73)

de sorte que:
V- (netv'va)  ~ V- [enetve - (MM (v)] (IL.2.74)

dans les régions de porosité petite ou modérée.

Cette estimation est conforme a celle d’ Hassanizadeh & Gray (1987), qui ont étudié les
écoulements & grand nombre de Reynolds en milieux poreux, et qui estiment eux aussi que
les termes d’inertie microscopique et macroscopique ont le méme ordre de grandeur.

Or, le flux convectif macroscopique est en général petit devant le terme de Darcy dans les
régions ici considérées (Whitaker, 1996), et le flux dispersif est donc négligeable dans ces

zones.

— Régions de porosité importante : € ~ 1.

Dans ces régions, la contrainte (I1.2.71b) n’est plus valable: en effet, les fluctuations
spatiales de vitesse deviennent négligeables lorsque 1’on sort de la zone pateuse, et le flux
dispersif devient négligeable devant le flux convectif macroscopique. Ni (1991) précise
toutefois que ceci n’est plus vrai lorsque 1’écoulement est turbulent.

Nous ne considérons que le régime laminaire, et par conséquent le flux dispersif est nég-
ligeable dans les zones de porosité importante.

Finalement, il ressort que le flux dispersif est peu important dans ’ensemble de la zone
pateuse, pour les régimes laminaires, et nous négligerons ce terme.
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— Termes de Brinkman

Le second membre de (I1.2.68) contient les trois termes suivants, représentant la correction
de Brinkman de ’équation moyennée :

eeViIve)' |, Ve Vvt e (Vieq) (vt (IL.2.75)

Les études précédentes de prise de moyenne de ’écoulement de Stokes (Quintard & Whitaker,
1994b; Benihaddadene, 1997 ; Goyeau et al., 1997, 1999), ou de Navier-Stokes (Whitaker,
1996), en milieu poreux ont également mis en évidence 'existence de ces termes. Leurs
estimations sont les suivantes (Goyeau et al., 1997) :

' (ve)*
epteV?(ve) = 0 <€zue Lez )
¢ _ (ve)*
{ weVer-Vivy)" = O EKNEL 7 (I1.2.76)
¢
Vv
pe (Ve (v)t = 0O (wuz(ﬁz} )

En considérant que :

Ly ~ L. (11.2.77)

on peut estimer que les trois termes de Brinkman ont le méme ordre de grandeur.

Le premier de ces termes doit étre conservé pour tenir compte des effets de diffusion
visqueuse qui deviennent significatifs dans les régions de porosité importante, au voisinage
des sommets de dendrites.

Les deux autres termes de Brinkman, quant a eux, font intervenir les gradients de porosité
de maniére explicite. Goyeau et al. (1997, 1999) ont montré que ces termes pouvaient
raisonnablement étre négligés dans le probléme de fermeture, dans le cadre, que nous nous
sommes fixé, des taux de décroissance modérés de la géométrie dendritique (7 < 4%, Table
2). Cependant, I'influence des gradients de porosité sur le champ de vitesse macroscopique
est inconnue. Par conséquent, nous décidons de conserver a priori les termes de Brinkman,
impliquant les gradients de porosité, dans 1’équation macroscopique du mouvement.

- Forme finale de I’équation moyennée
En conclusion, afin d’obtenir une équation valable dans toutes les régions de la zone péa-

teuse, et dans la région purement liquide, nous avons négligé deux termes dans I’équation
macroscopique de quantité de mouvement :

— le flux dispersif: V- [ng(vz)e (M M)e : <Vg)£]
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— le terme de transport de quantité de mouvement par le déplacement de l'interface :

1

v, s (Ve — wys) peve dA
Als

car la vitesse du liquide & l'interface, générée par la contraction lors du changement
de phase, a été négligée.

Les équations macroscopiques de continuité et de quantité de mouvement de la phase
liquide, dans ’ensemble du mélange binaire, s’écrivent finalement :

%(%P@) +V. (wpe(ve)e) = 1y (a)

0

o (SZPAVE)Z) +V- <5€P€<Ve)e<ve)£> _

ot (11.2.78)

—eeV (Do)’ + e0ue V2 (Vo) + 110V er - Vve) 4 pe (V2eg) (ve)*

—e3 K (vo)' — e K F - (vi)' + eupeg (0)

Dans le paragraphe consacré a la prise de moyenne des équations de conservation des
espéces (sous—paragraphe 11.3.3.3), le taux de fusion par unité de volume, my, sera exprimé
en fonction des concentrations moyennes, (C,)® et (Cp)?, et des concentrations interfaciales
C;, CE des deux phases du mélange binaire en cours de solidification.

I1.2.5 Conclusion

Les équations de continuité et de quantité de mouvement de la phase liquide, de notre
modéle macroscopique de solidification des mélanges binaires, ont été établies par prise de
moyenne volumique des équations de Navier-Stokes.

Le changement d’échelle a été effectué dans une structure, représentant la zone dendritique
colonnaire d'un mélange binaire en cours de solidification (figure I1.1), & variations con-
tinues de porosité ou hétérogénéité évolutive (Goyeau et al., 1997, 1999). L’originalité ce
travail, vis-a-vis de ces précédentes études, réside dans la prise en compte des vitesses de
I’interface solide-liquide, provenant du changement de phase.

L’équation macroscopique de quantité de mouvement, ainsi établie, posséde la forme
habituelle que I'on trouve dans les modéles macroscopiques de solidification (Prescott et al.,
1991 ; Prescott & Incropera, 1996). Elle comprend, toutefois, des termes de diffusion
visqueuse (correction de Brinkman) faisant intervenir les gradients de porosité. Si ces ter-
mes avaient déja été mis en évidence par les études précédentes de changement d’échelle
en milieu poreux (Quintard & Whitaker, 1994c ; Whitaker, 1996 ; Benihaddadene, 1997 ;
Goyeau et al., 1997, 1999), ils n’apparaissent, en revanche, que rarement dans les modeéles
de solidification.
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En outre, une analyse d’ordre de grandeur a permis de démontrer la faible importance de
certains termes (flux de dispersion et transport de quantité de mouvement par le déplace-
ment de l'interface solide-liquide), qui sont habituellement négligés de maniére intuitive,
et sans la moindre justification.

Les problémes de fermeture, définissant les tenseurs de perméabilité et d’inertie de la zone

pateuse, ont été établis. Ils sont identiques a ceux que Whitaker (1996) a obtenus, dans le
cas des milieux poreux homogénes, en ’absence de changement de phase.

43



11.9. LAQgUALIVUINY ULy UUINOLALVYALIVIN UL Lol L viad

I1.3 Equations de conservation des espéces

11.3.1 Prise de moyenne volumique

11.3.1.1 Equations locales

Le systéme décrivant la conservation des espéces, & 1’échelle microscopique, est constitué des
équations figurant dans la Table 1, associées aux relations d’équilibre thermodynamique
sur linterface solide-liquide. Ici, 'exposant 7 a été supprimé, et Cs, C, désignent les
concentrations de I'espéce «, initialement minoritaire.

0

a (p.sCs) =V- (pstVCs) (a)

0

5 (peCe) + V - (peCyve) =V - (pe DV Cy) (b)

pZCEnIZs : (VZ - 'wlis) - pscsnés : (Vs - 'wlis) =

(11.3.1)

Nys - (pEDZVCZ - pstVCs) sur Ay (C)

Co=g¢(Ty) sur Ay (d)

Cs =gs (Ts) sur Ay (e)

A ce stade, le probléme (I1.3.1) est naturellement couplé aux échanges thermiques via les
relations d’équilibre thermodynamique & l'interface solide-liquide. Toutefois, nous verrons
par la suite (paragraphe I1.3.2.2) qu’il est possible d’établir un probléme de fermeture
massique découplé du probléme thermique, sous certaines conditions.
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11.3.1.2 Prise de moyenne

En moyennant les équations (I1.3.1a) et (I1.3.1b), on obtient les équations macroscopiques
de conservation d’espéce dans chaque phase :

0 1

a (5sps<cs> ) + V /Aespscsnsf : (_wés) dA =

V. (EspsD5V<Cs>s) - PstVES . V<Cs>s

4 psDs ng - VO dA+ V - [psD * [ Cing dA] (a)
V Als Als
0 ~ L
pn (6eﬂe<ce)£) +V- (6epe<0e)e<ve)z) +V- <6zﬂe<CeVe) ) (11.3.2)

+3 peCrmygs - (Ve — wys) dA =
Als

V. (6epeDzV<Cz>z) — peDVeg - V(Cp)*

D ~ D
P, Vi dA+ V- [%

Cynps dA b
v L. Mgs ] (b)

Ags

Ce systéme est identique & celui que Benihaddadene (1997) a obtenu pour la solidification
des mélanges binaires. Il apparait également dans le modéle de solidification équiaxe de
Ni (1991) et dans ’extension de ce modéle aux deux modes de cristallisation (équiaxe et
colonnaire) établie par Ni & Beckermann (1991).
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I1.3.2 Fermeture locale

Sous cette forme, les équations macroscopiques (I1.3.2) ne permettent pas de calculer les
concentrations moyennes dans les phases solide et liquide du mélange binaire. En ef-
fet, le flux de dispersion ainsi que les intégrales de surface, qui décrivent les échanges de
masse & travers l'interface solide-liquide, doivent é&tre exprimés en termes de grandeurs
physiques moyennes, en définissant des propriétés de transport effectives. Cette fermeture
peut s’obtenir en exprimant les fluctuations en fonction des valeurs moyennes de concen-
tration dans les deux phases.

11.3.2.1 Formulation générale

Afin d’obtenir des équations de fermeture portant sur les inconnues C~'5 et ég, nous utilisons
la décomposition de Gray (A.8) pour C; et Cy dans les équations (I1.3.1a,b), multipliées
respectivement par e, et €4, et nous retranchons membre & membre les equations (I1.3.2a,b).
Si de plus on consideére les conditions & la limite (IL.3.1c, d, e), dans lesquelles on utilise la
décomposition de Gray (A.8) pour Cs et Cy, on obtient le probléme de fermeture suivant :

aC, . 1
5spsﬁ_ mg <Cs>s - V Alspscsnsf : (_wés) dA =

_ D ~ Dy [ ~
ESV-(psDSVC’S)—pS S| ng VG, dA-V - |22 | CingdA|  (11.3.3q)
V Als V Als

oC, ~ - ~ L
Eepea—te +eeoeve- VCi+ eopivy - V(O — V - (wpz(CeVe) )

1

— 1y (Cy)* — v/, peCimys - (Vo — wys) dA =
Ls
~ D ~ D ~
eV - (pngVCg) _P . VG dA— V- [M Cones dA] (11.3.3b)
V Als V Als

(@ - 55) PsWe — Mg - (pngVég —~ psDSV55) =
((Cs>s - (C’eV) pswe + g - (pgDeV<Ce>£ _ pstV<Cs)s) s An (I1330)

Cy = ge (Ty) — (C’g)e sur Ay, (I1.3.3d)

Cs = g5 (Ts) — (Cs)®  sur Ay, (I1.3.3¢)

oll w, = Ny - wys désigne la vitesse de croissance cristalline en un point de 'interface.

Les équations (I1.3.3a), (I1.3.3b) ont également été établies par Benihaddadene (1997) en
solidification dendritique, et par Chella et al. (1998) pour les écoulements multiphases,
multi—constituants en milieu poreux.
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Le systéme (I1.3.3) constitue la forme générale du probléme de fermeture pour les change-
ments de phase solide-liquide d'un mélange binaire, lorsque la phase solide n’est pas trans-
portée. Ce probléme étant trés complexe, il convient non seulement de le simplifier en
analysant les ordres de grandeur de chaque terme, mais également de le découpler des
échanges de chaleur a 1’échelle du pore.

11.3.2.2 Simplification du probléme
Analyse d’ordre de grandeur

Afin d’obtenir les contraintes reliant les valeurs moyennes et fluctuantes des concentrations,
on consideére I’équation de conservation du soluté a l'interface (I1.3.3c). Sion néglige la con-
tribution de w,. dans cette équation, on peut considérer que les gradients des fluctuations
et des valeurs moyennes de concentrations sont du méme ordre :

VG ~ V(C) et VO, ~ V(C,)* (11.3.4)

ou également :

(11.3.5)

On peut constater que ces estimations sont identiques & celles utilisées par Carbonell &
Whitaker (1984), et Whitaker (1986b), pour des problémes tout de méme différents, de
diffusion-réaction en milieu poreux, et par Zanotti & Carbonell (1984) pour la diffusion et
le transport de soluté dans un écoulement de deux phases fluides dans un milieu poreux.

Compte tenu de la séparation des échelles de longueur (Table 2) :

by, by <19y < L (I1.3.6)

qui implique :

by, by < L (11.3.7)

les estimations (I1.3.5) indiquent que les fluctuations sont petites (mais non nulles) de-
vant les grandeurs moyennes de concentrations (Carbonell & Whitaker, 1984 ; Zanotti &
Carbonell, 1984a,b) :

C, < (C)° , Cp < (Cp)" (11.3.8)

En ce qui concerne la phase liquide, on peut remarquer que la contrainte précédente est
classique dans les problémes de diffusion-réaction (Carbonell & Whitaker, 1984 ; Whitaker,
1986b) ou de transport d’espéce en milieu poreux (Zanotti & Carbonell, 1984a,b; Carbonell
& Whitaker, 1983).

Si on considére, en outre, 'estimation établie de la fluctuation de vitesse :

Ve = 0O ( <v£>f) (I1.3.9)

on dispose a présent de toutes les contraintes: (II.3.5), (I1.3.7), (IL.3.9), nécessaires a
I’analyse des ordres de grandeurs des équations générales de fermeture (I1.3.3a,b).
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Analyse des termes de (I1.3.3a) :

- Terme d’accumulation :

Etant donné la séparation des échelles de temps t et t*, associées respectivement aux
variations de Cs et (C5)® (Quintard & Whitaker, 1994a) :

i<t (I1.3.10)
(I1.3.3a) apparait quasi-stationnaire dans le systéme des équations couplées (I1.3.3a)—

(I1.3.2a), et on néglige le terme %

- Termes de changement de phase:

Nous avons vu que (I1.3.5b) impliquait Cy < (Cs)* , d’ot :
Cs =0 ((Cs)*) (I1.3.11)
Alors, on peut estimer que les deux termes de changement de phase s’annulent, en terme

d’ordre de grandeur. En effet, en considérant par ailleurs que les moments géométriques
(A.19) sont négligeables (Annexe A), on obtient :

. 1
—ms (Cs)° — v/, psCstigp - (Vs — wys) dA =~
L3
. 1
— My <Cs>s - V " Ps<Cs>S |r UTT (Vs - wés) dA ~
Ls
. 1
g (G + [_V /A pemat (Vs —wis) dA| (C)* [y = 0 (IL3.12)
£s

v~

s

- Termes du second membre :

Pour estimer les intégrales de surface, on utilise ’ordre de grandeur classique de la surface
spécifique A, = é (Carbonell & Whitaker, 1984) :

Ay =0 ( z— ) (IL.3.13)

et on obtient :

) -
~ C
€3pSDsV2C3 = 0 (5spst£_25 ) ((I,)
S
b - -
X psvs ’ ng - VCsdA = 0 (€5p5D5%> (b) (11.3.14)
Ls S
1 ~ C,
K V- |:V /AZSPSDSCSTLSZ dA:| = 0 <€5p5.DsL—£S> (C)
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Comme ¢; < L, on peut conclure :

(@ ~ () > (9

Finalement, (I1.3.3a) se réduit a I’expression suivante :

~ 1 ~
D,v*C, — D, (— / ny - V0, dA> =0 (I1.3.15)
V Als

S

Analyse des termes de (I1.3.3b)

- Terme d’accumulation :

Un raisonnement identique & celui mené pour la phase solide conduit & négliger le terme
0C,
ot

- Termes de transport :

~ C _ Co)*
eepeve - VCp =0 (€epe<ve)e£—; ) , epve- V(O =0 <6epe<ve)e% ) (I1.3.16)

D’apres (I1.3.5a), ces deux termes sont du méme ordre :

EePeVye Vég ~  EgppVy V(Cg)e (I1.3.17)
- Flux de dispersion :
PN ~ (vo)'
V- (8gpg<CgV1g) ) = 0 SgpngT (I1.3.18)

et d’apres la contrainte £, < L et (I1.3.16), on en déduit :

~ 0 ~
V. (Sepe<0zvz>) < egpeve- VO (IL.3.19)

- Termes de changement de phase:

En partant de (I1.3.5a), on peut montrer, par un raisonnement tout a fait identique a celui
mené pour la phase solide (voir (I1.3.11), (I1.3.12)), que les deux termes de changement de
phase s’annulent, en terme d’ordre de grandeur.
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- Termes du second membre :

) -
~ C
eepeDeV?Cy = 0 é‘ePeDee—; ) (a)
¢
D ~ C,
Vo Ja, %
1 ~ Cy
v [V /Azspe ¢Comvgs d ] O | ewpe £L€g> (c)

Alors, la contrainte £y < L permet de conclure :

(@ ~ (0 > (9

Finalement, I’équation (I1.3.3b) se réduit a l’expression :

~ ~ - 1 _
vy-VCy+vy- V(Cg)e = D,V?Cy — D, (7/ nys - VO dA) (I1.3.21)
lJA

Ls

Découplage des problémes massique et thermique a 1’échelle du pore

Les équations de fermeture (I1.3.3a,b) ont été simplifiées en (I1.3.15) et (I1.3.21). Toutefois,
les conditions & la limite (I1.3.3d,e), qui traduisent 1’équilibre thermodynamique, couplent
a priori les problémes massique et thermique a 1’échelle du pore. Or, la formulation, ainsi
que la résolution numérique, d'un systéme de fermeture couplant les inconnues (65, 6’4,
Ts, Ty) seraient extrémement complexes.

C’est pourquoi nous allons formuler les contraintes nécessaires au découplage des fermetures

massique et thermique.

Pour cela, on développe gy et g5 en série de Taylor autour de <Tg)(f et (Ts)°:

dg ~
Ck = gk (<Tk>k>+ d(Tkk)k Ty + -+ sur Ay , k=10, (11.3.22)

(T )k

Par ailleurs, ’estimation habituelle de T}, est la suivante (Quintard & Whitaker, 1993) :

T, = O ( %A(Tk)k) , k=10,s (I1.3.23)
et si ’on note :
Cp = g, ((Tk)’“) , k=¢,s (I1.3.24)
dg
My, = . . k=¢, 11.3.25
g d<Tk>k (T )* s ( )
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on obtient :

C, = C]: + 0 (Mk % A(Tk)k) , k=42,s (11.3.26)

S

De plus, ’hypothése d’équilibre thermique local ((Tp)¢ = (Ts)” = (T')) sera formulée et
justifiée dans le chapitre suivant (sous—paragraphe 11.4.1.3).

Ainsi, les contraintes nécessaires au découplage des fermetures massique et thermique
s’expriment sous la forme :

c; A
— Tk > E k=4, (11.3.27)
| My | A(T) L

Or, on peut considérer que £y ~ £,, et pour des diagrammes de phase dont le solidus et
le liquidus ont une allure relativement linéaire (c’est par exemple le cas pour le mélange
binaire Pb-Sn (Prescott & Incropera, 1996)), on a:

¢ . G

~ 11.3.28
] = T (I13.28)

si toutefois la composition du mélange n’est pas trop proche de la composition eutectique.
Dans ces conditions, la validité des contraintes (I1.3.27) peut étre examinée pour une seule
des phases solide ou liquide.

Benihaddadene (1997) a évalué la valeur moyenne de ‘%‘, sur une dendrite du mélange bi-

naire NH4Cl1(26%)-H20, obtenue par Huppert (1990). Dans les conditions expérimentales
décrites par ce dernier, A(T) peut s’évaluer de la sorte :

A(T) = g (Co) — T (I1.3.29)

Les différents parametres de l’expérience, relatifs aux contraintes (I1.3.27), sont les suiv-
ants :

EZ Ceut
eut M, A T ~e e
0,26 ‘ 0,20 ‘ 2,110 K7' | 28 K ‘ 6,7.102 3,40

Par conséquent, la composition initiale du mélange étant hypereutectique (Co > C¢!), on
constate que la contrainte (I1.3.27) est largement vérifiée.

Nous manquons de données pour examiner la validité de cette contrainte sur d’autres
expériences, relatives & différents mélanges binaires. Cependant, elle semble intuitivement
raisonnable, pour des mélanges dont les diagrammes de phase possédent un solidus et un
liquidus de pentes modérées, si toutefois le mélange n’est pas trop dilué.

Dans tous les cas, la vérification des contraintes (I1.3.27) sur une expérience relative au
mélange NH4Cl-H50 est encourageante. Ce systéme cristallise, en effet, avec une mor-
phologie dendritique qui est similaire & celle de la plupart des alliages métalliques (Prescott
& Incropera, 1996).
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Finalement, on suppose que les contraintes (I1.3.27) sont vérifiées, et les relations d’équilibre
thermodynamique s’écrivent sous la forme simplifiée :

Cr=C, =g, (T)) sur Ay , k=£L,s (I1.3.30)

Forme finale du probléme de fermeture

Les équations (I1.3.15), (I1.3.21) associées aux relations simplifiées d’équilibre thermody-
namique (I1.3.30), constituent deux problémes distincts :

( D,V>C, — D, (i/ ng - VCs dA) =0 (a)
Vs J a,,
§ Gr= GG s A ©) (I1.3.31)
(Cs)=0 (c)
| Cs(r+4)=Ci(r) sur Ay (d)
( -~ ~ 1 ~
vi-VCp+vy- V(Cg)e = D,V?*Cy— Dy (V/ nys - VO dA) (a)
v J A,
e y
< Ce=C, —(Cp)" sur Ay, (b) (11.3.32)
(Ce) =0 (c)
| Co(r+4:)=Ci(r) sur Ag (d)

Les contraintes, généralement imposées, (I1.3.31c) et (I1.3.32c), sont nécessaires pour obtenir
une solution des problémes de fermeture (Quintard & Whitaker, 1993).

En ce qui concerne les conditions de périodicité, imposées sur Ay, elles sont généralement
associées aux milieux poreux périodiques (Carbonell & Whitaker, 1984 ; Whitaker, 1996).
Toutefois, Carbonell & Whitaker (1984) considérent que ces conditions 1nﬂuent peu sur les
champs 53 et 5g. En effet, les échelles de longueur associées aux équations (I1.3.31a) et
(I1.3.32a) sont respectivement £, et £y, alors que les conditions de périodicité sont imposées
sur un domaine de taille L.

Par ailleurs, nous avons déja évoqué les bons résultats que Goyeau et al. (1997, 1999) ont
obtenu, en résolvant le probléme de fermeture classique associé au calcul de la perméabilité,
dans des zones pateuses schématiques et réelles.

Dans les deux systémes précédents, on peut identifier les quantltes C, —(Cs)°, CZ — (C’g)“Z
et V(Cg) comme étant les sources des fluctuations Cy et Cy. On pose alors :
Cs = as (C; = (CW)") (a)
N (11.3.33)
Ce= oy (Ce - (Cey) +be-V(C) (b)
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Les inconnues a;, ay et by sont solutions des trois problémes suivants :

Probléme I:

ou

Probléme II:

ou

Probléme III:

ou

vy Vby+v, = D;V°b;, — se_luz
b, =0 sur Ay
(be) =0

b, (I' + e,‘) = by (I‘) sur Ay

1
w == / nys - (DyVby) dA
V Als

vy -Voay =D, Va; — €Zlhml
ap=1 sur Ay
(o) =0

ag(r+4;) = ap(r) sur Ag

1

i, = —
e V Als

ng - (D;Vas) dA

(11.3.34)

(11.3.35)

(11.3.36)

(11.3.37)

(11.3.38)

(11.3.39)

On montrera, dans le paragraphe qui suit, que uy joue le role d’une vitesse de transport
pour le champ macroscopique (Cp)”, alors que hy,, et hy,, caractérisent l'importance de
I’échange de masse, di a la diffusion et & ’écoulement, & travers l'interface solide-liquide.
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Les problémes I et II présentent une analogie avec ceux que Quintard & Whitaker (1994a)
ont établis, pour le probléme de transport de contaminants en milieu poreux. Cepen-
dant, les situations considérées sont assez différentes. D’une part, le probléme abordé
par ces auteurs met en jeu la présence d’une phase supplémentaire, passive (il n’y a pas
d’échange de masse & travers l'interface délimitant le fluide et cette phase solide). Dans
leur étude, la vitesse de l'interface active (délimitant un fluide en mouvement et un fluide
non transporté) est négligée, non seulement dans le probléme de fermeture, mais également
dans 'expression des équations macroscopiques. Cette approximation est en effet valable
dans le probléme considéré par ces auteurs. Comme on le verra dans le sous—paragraphe
suivant, la vitesse de l'interface sera naturellement prise en compte dans ’expression des
équations macroscopiques de masse (fermées) de notre modeéle, sous la forme de termes de
changement de phase traduisant le transport d’espéce di au déplacement de l'interface.
De plus, notre probléme met en jeu une diffusion massique dans les deur phases séparées
par linterface active.

Cependant, on peut utiliser le vocabulaire introduit par Quintard & Whitaker (1994a), et
qualifier les problémes I, II et III précédents de problémes de dispersion « active », car un
échange de masse est mis en jeu a travers l'interface solide-liquide. Les mémes auteurs
ont opposé cette notion & celle de dispersion « passive », associée au cas d’une absence
d’échange interfacial.
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11.3.3 Forme fermée des équations macroscopiques de conservation des
espéces

Les représentations (11.3.33) des fluctuations C, et Cy permettent d’obtenir une expression
fermée des termes d’échange interfacial et de dispersion des équations (I1.3.2).

11.3.3.1 Forme fermée des termes de 1’équation du solide

- Terme de changement de phase :

D’aprés la relation simplifiée d’équilibre thermodynamique :

Cs = Cy = g5 (T5)*)  sur Ay (I1.3.40)

C; est uniforme sur Uinterface solide-liquide, d’ol :

1 . »
v psCsngg - (—wys) dA = —mg C; (I1.3.41)
Als

oll My est le taux de solidification :

Th’s: __[4 PsNgy * (_wfs) dA (11'3'42)
Ls

- Terme d’échange de masse interfacial :

1 ~ .

7 [ psDinge- Vo dA = pihu, (cs - <Cs)5) (I1.3.43)
Als

ol hyy,, est le coefficient d’échange massique de la phase solide, défini par (11.3.39).

- Terme de tortuosité :

D’apres la condition & la limite (I1.3.38b), et ’approximation (A.15), on a:

v. [% /A psDy5C,s dA] V. [pst (—Ve,) (o; - (Cs)s)] (I1.3.44)

11.3.3.2 Forme fermée des termes de 1’équation du liquide

- Terme de dispersion :

V- [epelCv0)] = V- [pulFean) (€ = (€0) | + V- [outibe) - v(C)] - (113.45)

- Terme de changement de phase :

De méme que pour 1’équation du solide, on obtient :

1

v p@Cg’ngs - (Vg — ’lUgs) dA = — T'ng Cz = fns Cz (11.3.46)
Ags
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oll my= — my est le taux de fusion.

- Terme d’échange de masse interfacial :

1 ~ «
v ., peDenygs - VCp dA = pphp, (CZ — <Cg)£) + poug - V(Ce)‘Z (I1.3.47)
Ls

ol hy, est le coefficient d’échange massique du liquide, défini par (I1.3.37), alors que le co-
efficient uy, défini par (I1.3.35), joue le role d’une vitesse de transport pour la concentration
moyenne (Cg)* (Quintard & Whitaker, 1994a).

- Terme de tortuosité :

D’apres les conditions a la limite (I1.3.34b), (I1.3.36b), et ’approximation (A.15), on a:

1

v. [V /A peDengsCy dA] V. [png (—Vey) (c; - <oe>f)] (I1.3.48)

11.3.3.3 Expression du taux de solidification

Pour fermer les équations macroscopiques de conservation des espéces, il reste & exprimer
le taux de solidification m, présent dans les termes (I1.3.41) et (I1.3.46), en fonction des

concentrations moyennes. Pour cela, on intégre la relation de saut sur 'interface solide-
liquide (II.3.1c) :

1
V N [psCsnsZ : (_'wlfs) + peConys - (Vé - w@s)] dA =
Ls
(I1.3.49)
1
v/, (psDsngg - VCs + pgDenys - VCy) dA
Ls

Le premier membre de cette équation est donné par (I1.3.41) et (I1.3.46), alors que le
second membre s’obtient & 1’aide de la décomposition de Gray (A.8) pour Cs et Cp, de
Papproximation (A.14), et des équations (I1.3.43) et (I1.3.47). Le taux de solidification a
donc pour expression :

. 1 £3 *
mg = m [pshms (Cs - <Cs>s) + pﬂhmg (Ce - <C€>Z)

+ pete - V{Co)' = puDy (V) - V(C5)* = peDe (Vo) - V(Co)' |

(11.3.50)
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11.3.3.4 Equations macroscopiques fermées

Les équations macroscopiques de conservation de I'espéce a dans le solide et dans le liquide
sont finalement les suivantes :

0 s . . s R
9t (esps(Cs)") —ms Cy = V - (e5psDsV(Cs)") — psDs (Ves) - V(Cs)

+pshm, (Cy — (Cs)*) — V - [psDs (Ves) (Cy — (Cs)*)] (I1.3.51a)

% (6@/1@(0@)() +V- (6@0@(0@)@(%)[) —1myC, =V - (peDe - V<Ce)£)

—peDy (Veg) - V(C)E + peug - V{(Co)* + pehm, (Cg - <Ce)£)

-V [Pzdz (Ce - (Ce)z)] -V [Pe Dy (Vey) (Ce - (Cz)z)] (I1.3.51b)

ou les variables auxilliaires m; et 1y sont données par I'expression (I1.3.50), et I’équation
du bilan de masse sur 'interface :

e+ 1y = 0 (11.3.52)

Dans I’équation du liquide, Dy est le tenseur de diffusion—dispersion massique :

Dy= e, DI — (Vby) (11.3.53)

diffusion  dispersion

et dg est un vecteur qui joue le réle d'une vitesse de transport pour l'écart C, — <Cg>£
(Quintard & Whitaker, 1994a ; Chella et al., 1998), qui représente la surfusion solutale :

d, = (veay) (11.3.54)

Les équations (I1.3.51) sont valables pour chaque espéce («, ) du mélange binaire. En
considérant la somme des équations de conservation des espéces a et G dans le solide
(I1.3.51a), ainsi que les relations :

8 8
Y =1, Y ci'=1 (11.3.55)

i=a =

on obtient I’équation de continuité de la phase solide :

% (eaps) = 1 (I1.3.56)

ot m; est donné par (I1.3.50).
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I1.4 Equation de I’énergie

11.4.1 Prise de moyenne volumique

11.4.1.1 Equations microscopiques

Les équations décrivant les transferts de chaleur dans les phases solide et liquide du mélange
binaire, avec source de chaleur, figurent dans la Table 1 (Whitaker, 1977 ; Ganié et al.,
1985). Elles sont associées a la condition d’équilibre thermodynamique sur Ay; :

0
E (psHs) +V.

B
ZHZJ?”] =V (AVT) +ps Q;
=

(a)

B
) . .
5 (Pefl)) +V - | peHeve + > HZJ%] =V-(MVT) +peQp  (b)
=
i B o (I1.4.1)
Ny | psHs (_wés) + Z H’Ji —As VT | =
L =
- s B
Ny - | peHy (Vg — ’wgs) + Z HZJ% — VT sur Ay, (C)
L =
Ts =Ty, sur Ay (d)

ott H® désigne 'enthalpie partielle, et J¢, J% sont les flux de diffusion massique, associés a
chaque espéce 1.

Ainsi, les termes faisant intervenir J fs, et J fg représentent le flux d’enthalpie di & la diffusion
de masse dans le mélange. Afin de mesurer 'importance de ces termes dans le liquide, on
peut les comparer au flux de chaleur convectif.

En considérant la loi de Fick :

Jo = —pyDVCi (11.4.2)
on obtient :
ﬁ o .
y H'J, ;
i H* - H
=S = 0 (Cg [~ H7 (Pej) ™" ) (I1.4.3)
| peHeve|| H,
ou Pej = M est le nombre de Péclet solutal de pore.

L
En effet, Kaviany (1995) considére que le flux d’enthalpie associé a la diffusion de masse
peut étre négligé, en général, lorsque le nombre de Péclet solutal est grand, sauf éventuelle-
ment dans des sytémes caractérisés par de trés forts gradients de concentration (par exem-
ple, dans des flammes). Gani¢ et al. (1985), quant & eux, estiment que la contribution de
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la diffusion de masse au flux total d’enthalpie est souvent mineure pour des systémes non
réactifs.

Cependant, le nombre de Péclet solutal, dans la partie inférieure de la zone pateuse dont
la porosité est faible ou modérée, est probablement assez petit. C’est pourquoi nous con-
serverons le flux d’enthalpie associé a la diffusion de masse dans la phase liquide. En outre,
la diffusion de masse dans le solide, dans ce modéle, est également prise en compte aux
échelles microscopique et macroscopique, et nous conserverons également le flux d’enthalpie
qui en résulte dans le solide.

11.4.1.2 Prise de moyenne

On néglige les variations des densités, des conductivités thermiques ainsi que des puissances
par unité de masse dans le V.E.R. La prise de moyennne des équations (II.4.1a,b) fournit
le systéme suivant :

— (esps(Hs)®) + —/A psHsng - (Vs — wys) dA
Ls

8 8
o 1 o
+ZV-<I—M3>+Zv H'Y. -ngydA =
= i=a Ags

A A ~
V- (esAsV(T5)") + _s/ Ny VIsdA+ V- |:_S/ Tsnge dA:| +esps Qs (a)
Vv Ay 14 Ags

0 1
5 (wm(Hz)e) +v /AlspeHenes (vg—wys) dA+ V- (€epe<He)e<Ve)e)

B B
~ _ L . 1 L.
+ - (capel ) + 3V (I + Y o / HiYY gy dA =
i=q i=a Ags

A A
v. (smwmf) + 2 VI dA+ V- [—‘ /
VJa

v Tons dA] fepe Qe (b)
Als

Ls

(I1.4.4)

11.4.1.3 Hypothése d’équilibre thermique local

L’hypothése d’équilibre thermique local en milieu poreux est une approximation classique.
Elle signifie que les températures moyennes de la matrice solide (Ts)® et du fluide satu-
rant <T@>£ sont suffisamment proches I'une de 'autre pour pouvoir étre remplacées par la
température de mélange (T') (Quintard & Whitaker, 1995) :

(Ty)¢ ~ (T,)* ~ (T) (11.4.5)

ou

(T) = = /V TV = e)(Ty)" + e4(T,)° (11.4.6)
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D’une maniére générale, cette approximation requiert la séparation des échelles de longueur
et de temps associées aux phénomeénes microscopiques et macroscopiques (Quintard et al.,
1997). Cependant, bien que ces deux conditions soient nécessaires, elles ne sont pas suff-
isantes. En effet, 1’équilibre thermique n’est pas vérifié dans les cas suivants :

1. Pour des phénoménes transitoires trés rapides (Kaviany, 1995). En effet, ceci a

par exemple été mis en évidence par Gobbé & Quintard (1994) pour des systémes
diphasiques stratifiés, soumis & un flux de chaleur conductif orthogonal aux strates,
et & des conditions limites oscillantes de haute fréquence.

. Lorsque les capacités calorifiques ou les conductivités thermiques des deur phases sont
trés différentes : les résultats de Quintard & Whitaker (1993) et ceux de Gobbé et al.
(1998) montrent que pour des systémes nodulaires, 1’équilibre thermique local n’est
plus vérifé lorsque la conductivité de la phase dispersée est environ cent fois plus
petite que celle de la phase continue. Dans une telle situation, les échelles de temps
du transfert de chaleur macroscopique sont différentes dans chaque phase, de sorte
que:

o(T,)" o(T;)"

ot

4 (I1.4.7)

et, dés lors, ’équilibre thermique ne peut plus étre vérifié (Batsale et al., 1996).

. Lorsqu’il existe une génération de chaleur importante dans l'une des deur phases
(Kaviany, 1995). Whitaker (1991) a établi les contraintes nécessaires a 1’équilibre
thermique local dans un réacteur catalytique (milieu poreux saturé), avec sources de
chaleur homogéne et hétérogéne. Ces contraintes montrent que les sources ont une
influence sur la différence des températues moyennes des deux phases.

Ainsi, les trois points suivants vont dans le sens de 1’équilibre thermique local, dans les
zones pateuses en général en ce qui concerne les deux premiers, et dans le bain de corium
pour le troisiéme :

1. Il existe une séparation des différentes échelles de longueur caractéristiques des zones

dendritiques colonnaires, conformément & la contrainte figurant dans la Table 2:

by <19 < L (I1.4.8)

2. Les capacités calorifiques et les conductivités thermiques des phases solide et liquide

sont du méme ordre pour les alliages métalliques courants tels que Al-Cu, Fe-C,
Pb-Sn, les alliages transparents succinonitrile-acétone et NH4Cl-H50, et également
pour le constituant principal du corium UQOy (Annexe E).

. La génération de chaleur interne dans le corium, quant a elle, ne devrait pas jouer
de role, les produits de fission dégageant une puissance équivalente dans les phases
solide et liquide.

En revanche, le dégagement de chaleur latente par le changement de phase solide-liquide
joue le role d’une source de chaleur pour la phase liquide. Selon le point 3 précédent,
ceci pourrait mettre en cause 1’équilibre thermique local. En tous les cas, les valeurs du
tableau de ’Annexe E montrent que l'effet de la chaleur latente (AHj) sur 1’équilibre
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thermique doit étre du méme ordre dans le bain de corium, dans les alliages métalliques
usuels (Pb—Sn, Al-Cu, Fe-C), et dans le chlorure d’ammonium.

A notre connaissance, 1'une des seules applications numériques d’un modéle & deux tem-
pératures a été réalisée par Ni & Beckermann (1993), pour simuler un phénoméne de
solidification globulaire (cristaux dispersés de forme sphérique). Les résultats obtenus,
pour le mélange binaire Al-4% Cu, ont montré que les phases solide et liquide étaient
quasiment en équilibre thermique. Les auteurs de cette étude justifient ce phénomeéne par
I'importance du nombre de Lewis (rapport de la diffusivité thermique sur la diffusivité
massique), qui est de 'ordre de 10* dans le liquide des alliages métalliques (Beckermann
& Wang, 1995).

Par conséquent, nous nous appuierons également sur cet argument, ainsi que sur ceux
évoqués dans les trois points précédents, pour supposer que les phases solide et liquide
sont en équilibre thermique local.

Dans le cadre de cette hypothése, il est judicieux de sommer les équations (I1.4.4a,b), en
tenant compte de la conservation de l’énergie sur 'interface solide-liquide (II.4.1c), pour
obtenir ’équation de mélange :

s P
S o] + V- (copelHY o)) + 9 - (cepeHis)) + 30D (T} =
k={ i=a
1 ~ ~ .
V. [(f':é)\é + 55>\s) V<T)] +V. [V /A (AsnséTs + /\ansTZ) dA:| + <p> <Q>

(11.4.9)

ou (H) désigne l'enthalpie totale du mélange biphasé, et (@) la puissance thermique totale
générée par unité de masse :

_ apelHo)' + esp(H,)* () = Qe +€5ps Qs

WH) ) ’ ?)

(11.4.10)

Le dernier terme du premier membre de ’équation de mélange peut étre développé a l'aide
des théorémes de prise de moyenne volumique et de la décomposition de Gray (A.8). Si
I’on considére uniquement ’argument de la double somme, dans lequel on utilise la loi de
Fick, on obtient I’expression suivante, & ’aide d’un calcul détaille dans ’Annexe D :

(V- () =

~V - [exprDe(HI)YFV(CIVF] — V- DH”“—/nC“dA]
[expn D (H') PV (CL)"] Pk HHY 4, (I1.4.11)

-~ I -1 - k
-V [Ekkak<HzV0}c)k] + V. Ekkak<HZ Vk/A nkCIZc dA>
L Ls

\

Bien qu'’il soit légitime de vouloir simplifier cette expression, I’évaluation de ses termes
nécessite une estimation de la fluctuation H*. Celle—i peut s’obtenir en développant H*
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en série de Taylor autour des valeurs moyennes (T})* et (C%)*. On obtient :

£ O(H")k

T 7 8<Hz>k
B = 5 T +

. Cio+ - (I14.12)
(T) (Ciy HO* iy ciye

Si ’estimation de 6}6 (N %(C}c)k) a été établie dans le chapitre précédent, en revanche,
on ne dispose pas encore de celle de Tk qui permettrait d’évaluer Ht .

Comme en général l'estimation des fluctuations s’obtient dans 1’établissement des prob-
lémes de fermeture, nous décidons d’adopter la démarche suivante :

1. Etablir le probléme de fermeture de ’équation de I’énergie, sans tenir compte du flux
d’enthalpie associé a la diffusion de masse.
2. En déduire l'ordre de grandeur de la fluctuation H .

3. Analyser l'ordre de grandeur des termes de (II.4.11) afin d’obtenir la forme fermée
de I’équation macroscopique de 1’énergie.
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I1.4.2 Fermeture locale
11.4.2.1 Formulation générale

Afin d’obtenir des équations portant sur les inconnues IN“S et fg, on multiplie (II.4.1a,b) par
s et &g respectivement, on utilise la décomposition de Gray (1975) (A.8) dans (II.4.1a,b)
ainsi que dans (II.4.1c,d), et on retranche membre & membre les équations moyennées
(IT.4.4a,b), tout en négligeant les termes d’enthalpies partielles des espéces :

oH, . 1
53938—;_ mg <Hs>s - v /AlspsHsnsé : (_wis) dA =
o As ~ As ~
e As V2T, — — ng VI, dA—-V - |[= Ting dA (a)
V Als V Als

OH, N N
Eepe—g, Tt EpiVe: V(Hp)" + epeve - VHy

~ _ £ . 1
-V (Eepe<HeV1z) ) — iy (Hy)" — v/ peHymys - (Ve — wys) dA =
A[s

eeAe V2T — L ngs - VI, dA—V - [Q / Tyms dA] (b)
V Als V Als

PsWe (fNIe - ﬁs) + mugs - (ASVTS — )\gVﬁ) =

powe ((H)" = (H)' ) + ngg- (MWVATY = A V(T)) sur Ay ()
T, —To = (To)* —(T)* sur Ay (d)
(11.4.13)

oll W, = Ny - Wy, est la vitesse de croissance cristalline.

Ce systéme constitue la forme générale du probléme de fermeture de ’équation de 1’énergie,
pour la solidification dendritique d’un mélange binaire dont la phase solide n’est pas trans-
portée.

11.4.2.2 Simplification des équations de fermeture
Afin d’estimer les fluctuations de température fs et Tvg, on consideére :

— I'hypothese d’équilibre thermique local (I1.4.5) :

(Tp)" = (T)* = (T) (I1.4.14)

— que les vitesses de diffusion thermique, a [’échelle microscopique, sont grandes devant
la vitesse de croissance cristalline.

63



41.7. LG UALIVIN DLy L LANIJAWTLLY

La condition a la limite (I1.4.13c) s’écrit alors sous une forme simplifiée :

ngs-</\5VT5—)\gig> = (A=A ngs - V(T) sur Ay (I1.4.15)

Comme A, et Ag sont en général du méme ordre (As ~ 2)Ag pour les métaux, Annexe E) on
en déduit :

VT, VI, ~ V(T) (I1.4.16)

soit :

T -o(fm)
(I1.4.17)
7 - o(tm)

En outre, le terme de dispersion de (I1.4.13b) nécessite une évaluation de H,. Celle-ci peut
s’obtenir par un développement en série de Taylor de Hy autour des valeurs moyennes (71')
et (Cp)t:

O(Hy)"

b Gyt -
(¢mrept) o(T) ¢

(«m(ep)t)

Tg + 7
((ryicp)?) 9(Cy)

Hy (Ty,Co) = (Hy)*

(I1.4.18)

Les estimations (I1.4.17) permettent de montrer que les termes d’ordre supérieur ou égal
a 2 sont négligeables dans le développement précédent. En adoptant les notations :

¢ ¢
o _ O(H) oy = A (11.4.19)
Pe aT ¢ £
(T) ((mrep?) o(Ce) ((mcp?)
on obtient :
Hy ~ Cp, Ty + x:Ce (11.4.20)

et lestimation (I1.4.17b), ainsi que son homologue pour la concentration (II.3.5a), en-
trainent :

Hy = 0(%(1@)‘) (I1.4.21)

De méme, un développement en série de Taylor de H, (T, Cs) fournit I'estimation :

i, = of%&wmy 11.4.22
(5 ) (1L4.22)

On dispose également de l’estimation de la fluctuation de vitesse (Whitaker, 1996) :

Ve = O ( <vz)£) (I1.4.23)
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Enfin, on suppose la séparation des échelles de temps ¢ et ¢*, respectivement associées a
(Tg, Ts) et (T') (Batsale et al., 1996 ; Quintard et al., 1997) :

i <t (11.4.24)

Si l'on considére l’ensemble des contraintes (I1.4.8), (I11.4.17), (I1.4.21)—(11.4.24), l’analyse
des ordres de grandeur des termes de (I1.4.13) est tout & fait analogue a la démonstration
détaillée dans la fermeture des équations de conservation des espéces.

En imposant de plus les contraintes nécessaires sur la moyenne des fluctuations, ainsi que
les conditions de périodicité sur Ay (sous-paragraphe I11.3.2.2), cette analyse débouche sur
le probléme de fermeture suivant :

As
s Als

V2T, — ng VI, dA = 0 (a)

- N ~ A -
peve - VHy+ pgvy - V(He)é = N\ VT, — VK nys - VT, dA (b)

2J Ay,
Asngs - VT, — Angs - VI = (A= A)ngs - V(T) sur Ay (0) (11.4.25)
Ty = T, sur Ay (d)
Ty(r+0)=T(x) , Te(c+b)=Ti(r) sur Ag (€)
(Ty)=0 , (T1)=0 (f)

A présent, il est nécessaire d’exprimer les gradients de H cet (H, g)l en termes de température
et de concentration. Tout d’abord, compte tenu des définitions (I1.4.19) :

V(H) = €, V(T) + x,V(Cp)* (11.4.26)

D’autre part, on suppose que Cp, et x, ne varient pas de maniére significative a 1’échelle
microscopique (dans le V.E.R.), et (I1.4.20) entraine :

VH, ~ C, VT, + x,VC, (11.4.27)

Afin de simplifier le probléme, nous allons négliger la contribution de x, dans (I1.4.26) et
(I1.4.27), bien que nous manquions déléments pour juger du bien fondé de cette hypothése.
Cela permet alors de découpler les problémes de fermeture thermiques et solutaux.

Par conséquent, on peut considérer que V(T') est I'unique terme source dans (I1.4.25) pour
les champs de fluctuations. Alors, on pose :

T, = e -V(T) (a)
(I1.4.28)

T, = e-V(T) (b
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Enfin, on utilise (I1.4.25)—(I1.4.28) pour obtenir le probléme de fermeture final :

As
AsVie, — v A ng -VesdA = 0 (a)
S Ls

- A
peCpve-Ver+ piCp¥e = NV — 7‘ ng - Ve dA  (b)

tJ Ay,
Astigs - Ves — Amgs - Veg = (Ag— As)mys sur Ay, (c) (11.4.29)
e, = e, sur Ay, (d)
e (r+4) = es(r), ec(r+4;) =ey(r) sur Ag (€)
{e5) =0, (eg) =0 (f)
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11.4.3 Forme fermée de I’équation macroscopique de I’énergie

11.4.3.1 Flux d’enthalpie associé a la diffusion de masse

Rappelons I’expression (I1.4.11) du flux d’enthalpie associé a la diffusion de ’espéce i dans

la phase k :
(V) -

vl
v~ ~

) ) I 1 ~.
—V-[ekkak(Hz)kV(C}C)k] - V- kak<H2)kv/A nkC}ch]
~ L Ls

(4) (B)

/

N

o~ ~. 1 ~. k
—V-[skkaMHZVC,g)k] + V- skkak<H’ = /A nkc,gdA>
~ Ls

©)

\

(11.4.30)

Pour I'évaluation des termes (A), (B), (C), (D), on dispose de la séparation des échelles de

longueur, et des estimations établies dans la fermeture de C’,i et Ty :

b < L (I1.4.31)
Gi = o % iy T = 0 %(m)*
k= 7 (Ck) » Te=0( 7(Tk) (I1.4.32)
Etant donné (I1.4.12), (I1.4.32) implique :
=0 ( l;_f <HZ>’€) (11.4.33)
Alors :
Cl k
@ . ® = o(amnur i) @
(I1.4.34)
ol
© . 0) = o andlmepE) o
et on conclut :
4 ~ B » () ~ (D)
Par conséquent, on négligera les termes (C) et (D). Alors:
: 1 ~.
V- (H'JI) = [kak(H“) (ekV<C,’€)k+ V/ n;C} dA>] (I1.4.35)
Ags

L’intégrale de surface de cette expression est donnée par (I1.3.44) et (I1.3.48), si bien que:

V(BT = -V [ De(H) V(G|

+V- [ﬂka (Ver) (Cfc* - <Cli>k) <Hi>k]

67

(11.4.36)



41.7. LG UALIVIN DLy L LANIJAWTLLY

11.4.3.2 Expression de I’équation fermée

Les expressions (11.4.20), (11.4.28) et (I1.3.33b) permettent de fermer le terme de dispersion :

(Hie) = Gy, (Vee)- VAT) + xde (€ = (C))
+x¢ (Vebe) - V(Co)'

ainsi que l'intégrale de surface du second membre de I’équation de mélange :

1

V A, (Aéfénﬁs ‘l')\sfsnsﬁ) dA = (

Ae— As

Une expression intermédiaire de ’équation de 1’énergie est donc :

AN+ V- epetT) (ve)]

s B

=SS v [y vich ]}

k=L i=a

~ S

(D1)

A\

5 f; (- [oeDx (V) (G~ (ciF) ()] }

k={i=a

~

(D2)

V- [mea : V(@)e] +V- [P@Xe de (CZ B <Cf>é)] -

J

(D3)

( V- [Ay- V(T)] + (p)(@)

ol A; est le tenseur de conductivité thermique effectif :

- Ae— A
Ay = (eghe +e5As) I — pe Cp, (Veeg) + v > | nyedA
N ~~ o N ~ - Als
diffusion dispersion ~ ~ g
tortuosité

(11.4.37)

/A ngser dA) V(T) (IL4.38)

(11.4.39)

(I11.4.40)

On peut remarquer que ’expression de A; est identique & celle obtenue par Quintard et al.
(1997) et Batsale et al. (1996), pour les transferts de chaleur en milieu poreux, dans le

cadre d’un fluide mono—constituant et de 1’équilibre thermique local.

Nous allons montrer que les termes (D1), (D2) et (D3) peuvent se regrouper sous une forme
qui fait intervenir les diffusivités massiques €5D; et Dy, ainsi que le coefficient de transport

dy. Pour cela, exprimons la dérivée partielle :

O(Hy)"
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en fonction des enthalpies de chaque espéce.

Dans les hypothéses du modéle, le mélange binaire considéré est supposé idéal. L’enthalpie
massique du liquide a donc pour expression :

Hy = C{H® (Ty) + CPHP (Ty) (11.4.42)

ot H® et HP sont les enthalpies massiques des corps purs « et 3.

La moyenne de Hy s’obtient a ’aide de la propriété (A.11):
0 l ~ ~ L ~p5~no 0
(Hy)' = () (H™) +(C)) (HP) +(CRH) + (C/HP) (11.4.43)
Compte tenu des estimations :

~. l, . 0
ngo(f‘w@e) , H’:O(f(HZ)‘q) . i=a,f (IL4.44)
on peut négliger les termes fluctuants de (11.4.43), si bien que:

L

(Hp)t = (Co)(H®) + (CF) (HP) (11.4.45)

En utilisant la notation C, = C7, on en déduit une expression de x, indépendante de la
concentration :

Xe= (HY| - (@b (I1.4.46)

(T) (T)

Finalement, si ’on adopte la notation suivante :
D, = gDl (11.4.47)
I’expression précédente de x,, aprés quelques simples manipulations, permet de regrouper

les termes (D1), (D2) et (D3) de I’équation (I1.4.39), sous une forme qui fait intervenir les
propriétés de transport effectives associées aux échanges de masse :

s B
(D1) +(D2) + (D3) = =33V [(H)* oDy - V(]
k= i=«
s B
SV [ Dy (Ver) (G — (CF)] (1448)
k= i=«a

+ Xﬁ: v. [(Hi)epgdg (C@'* - <Cg)’”’)]
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Finalement, I’équation de I'énergie fait intervenir les propriétés effectives Dy, Dy et dg. Elle
posséde donc une forme consistante avec celle des équations de conservation des espéces

(I1.3.51) :

% o) H)) + 9 - [eepe(HoY (ve)']

Y [ vich]
k={ i=a

RN ; v. [(Hi>kPka (Ver) (C,i*—<0fé>'“)]
k=l i=a

+fjv [ pede (€7 - (Cl)')] =

VA V(T + (k@)
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I1.5 Résumé du modéle macroscopique complet

11.5.1 Equations de conservation

Le modéle macroscopique établi est constitué :

— des inconnues principales :
ess 0y (vo)', (p), (C)®, (C)*, (T) (IL5.1)

— des inconnues secondaires : m , My
qui sont solutions des équations :

— de continuité de la phase liquide (I1.2.78a)

— de quantité de mouvement (I1.2.78b)

— de conservation d’espéce dans le solide (I1.3.51a)
— de conservation d’espéce dans le liquide (II.3.51Db)
— de continuité de la phase solide (II.3.56)

— de I'énergie du mélange (11.4.49)
complétées par les relations auxiliaires que sont :

— D’expression du taux de solidification m; (I1.3.50)

— l’équation de conservation de la masse sur I'interface solide-liquide (II.3.52) :
s+ = 0 (IL.5.2)

— la relation :

est+e = 1 (I1.5.3)

On peut éliminer les inconnues secondaires m; et my de la maniére suivante :

9 (esps) dans (I1.3.51a), et par le

— Compte - tenu de (I1.3.56), on remplace m, par o

second membre de (I1.3.50) dans (II.3.56).

— Etant donné (I1.3.52) et (I1.3.56), on remplace 1, par —% (esps) dans les équations de

continuité du liquide (I1.2.78a), et de conservation de (Cy)* (IL.3.51b)
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Les inconnues (II.5.1) sont alors solutions du systéme d’équations figurant dans la Table
3, associé A la relation (I1.5.3).

Les concentrations d’équilibre C; , C,, sont données par les relations d’équilibre thermo-
dynamique simplifiées :

C; = g:((T)) (IL.5.4)

C, = g.((T)) (IL.5.5)

ol g, et gy sont les équations du solidus et du liquidus du diagramme de phase du mélange
binaire (figure II1.3).

<T>

Figure I1.3: Représentation de l’équilibre thermodynamique dans le modéle macroscopique

11.5.2 Propriétés de transport effectives

L’ensemble des propriétés de transport effectives :

tenseurs de perméabilité et d’inertie K, F
— coefficients d’échange massiques hy,,, hm,

— tenseur de diffusion-dispersion massique Dy

coefficients de transport d’espéce uy, d;

tenseur de conductivité thermique effective Ay

ont des expressions qui figurent dans la Table 4, et sont définies par les différents problémes
de fermeture établis, également résumés dans cette table.
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11.J.

Table 3: Modéle macroscopique complet

(Tre) O +[a-v)-a=[(@) - 1) (m] - a K+
g
=1 7= =1 J=4 10
(410 = 10) (o)) AT+ [tora -, ] - a KK~ [0, o] - a+ o) 7
g s g s
(orem) [(;00) = 10) G2n)7a@79] - & = [ (,00) = 10) 90| - A = (,000) = 20) "™ y70+
o)A - id + (D) A - (13A) @70 — QGVD : SEV A= EQ% 50+ (,(74),000)1073) - A + QSEQM
(1) [((0) = 20) (94)°@*7] - & = (,(0) = 20) 40 + (D) A~ (28) @*I = ((D)A'TI*) - A = (0°3) 10 = ((0)02)
(8°G°11) wA;V A+ - Tvmwiww — B3 + wA;v (72, A) 77 + AwAw\vawiwwv A+ NAN&DNmI = CQ\/VX;KQN& A+ CQ\VVEN&M
me.zv AwamVWI = AwAw\rvawmv CA Awiwmv%
. 0-1" 10
(9°¢°11) T@D (U3a)ard = (D)A - (2a)"atd = U0) A - 1nd + (,00) = 10) "™y + (D) — (D) Myt | S = (00e)

79)dw0d anbrdoosoldvUL )IPOPY € SR,
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11.J.

Table 4: Propriétés de transport effectives

0INJOULIO] Op

(62%11) (8e¢1D) ‘(9geTI) ‘(FPEETD) (L9°211)-(99°T°11) SOUIR[qOI ]
(7ola) = 7p
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vp (aa@)a-u [ =m
7 — ¢ _— 7
[a+ra’z=r'a'(’qg’s)-=a
m,}\ »\P mwv\ »\w m.j\ »\P
ypIoTu(y =) [ T+ vp (i@ a- e [ = "y | yp (DA +10-) - flu et =343 SOATIOORO
Sy Sy
(101a) 0000 — (Y34 9x73) = 'y | yp (F0°q) A-Pu w = "uly VP (dA +19-) - “Tu ¢| =} | sopudorg
Arﬁvb .59 = erH A@Awbv _ wbvmd — m@ wAw\rv . ANAw\rv $93)001 4 wAw\wv . Awwvﬂwi = 17d | suoryenjonf sop
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$201709ff5 j40dsuni) ap s99914dos g F Qe
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I1.6 Simplification du modéle macroscopique

La forme compléte du modeéle macroscopique (Table 3) est assez complexe, car elle met
en jeu un certain nombre de termes que l'on peut qualifier de non classiques : d’une part
les termes comprenant des gradients de porosité (équations de quantité de mouvement et
d’espéce), et d’autre part des termes de transport de masse (termes pseudo-convectifs) qui
font intervenir les coefficients uy et dy, définis dans la Table 4.

En effet, si les gradients de porosité apparaissent quelques fois dans les équations de quan-
tité de mouvement des modéles macroscopiques de solidification dendritique (Prescott &
Incropera, 1996), en revanche, ils n’apparaissent pas dans les équations de conservation
d’espéce. Les termes pseudo-convectifs, quant & eux, n’apparaissent jamais dans ces mod-
éles. Toutefois, ces termes figurent dans les modéles moyennés décrivant les transferts,
hors équilibre local, de masse (Zanotti & Carbonell, 1984 ; Quintard & Whitaker, 1994a ;
Chella et al., 1998) ou de chaleur (Quintard et al., 1997) en milieu poreux.

La résolution du modéle macroscopique complet (Table 3) ne fait pas partie des objectifs
de cette thése. En effet, cette résolution nécessiterait un nombre important de calculs
de fermeture, permettant de déterminer les propriétés effectives non classiques que sont
les coefficients de transport uy, et dy. D’autre part, nous préférons résoudre un modéle
simplifié, dont 'implémentation dans un code de calcul ne soit pas trop complexe.

Cela dit, nous allons montrer, d’'une part par une analyse d’ordre de grandeur, d’autre
part en nous appuyant sur les travaux de Quintard & Whitaker (1994a), et Quintard et al.
(1997), qu’il est raisonnable de négliger certains termes du modeéle macroscopique complet.

11.6.1 Discussion sur les termes non classiques du modéle
I1.6.1.1 Termes de diffusion massique macroscopique

Deux termes de diffusion macroscopique, dans I’équation d’espéce de la phase solide, font
intervernir les gradients de fraction volumique solide. Afin d’évaluer leur importance, nous
déterminons 1’ordre de grandeur de chaque terme du second membre de ’équation :

( V - (esps DV (Cs)®) = 0 (5sPst<i-:—52>S ) (a)
—psDs (Ves) - V(Cs)* =0 (pst gséflsz)s ) )

4 . . (I1.6.1)
~V - [psD, (V) (G = (G))] = O (,,st o (G (O] ) ©
\ pshm, (C; - <CS)S) = 0 (55[)st G £§<CS>S ) (d)

En considérant la contrainte d’échelles de longueur :

by < L.~ (11.6.2)
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on peut faire ’estimation :

(I1.6.1d) >> (I1.6.1a) ~ (I1.6.1b) ~ (IL.6.1c) (11.6.3)

En effet, le terme d’échange interfacial est nettement dominant devant les termes de dif-
fusion macroscopique (Wang & Beckermann, 1992, Wang & Beckermann, 1993). C’est la
raison pour laquelle certains modéles négligent ces termes, y compris le terme classique
(I1.6.1a), dans I’équation macroscopique d’espéce de la phase solide (Beckermann & Wang,
1995 ; Schneider & Beckermann, 1995a,b).

Toutefois, il faut noter que I’estimation (I1.6.3) n’est valable qu’au sein de la zone pateuse.
En effet, dans la crotte, le terme d’échange est nul, ainsi que les gradients de fraction
volumique solide, si bien que le terme classique (I1.6.1a) est le seul terme restant au second
membre de I’équation macroscopique d’espéce.

Par conséquent, on conservera dans cette équation, non seulement le terme d’échange
interfacial (I1.6.1d), mais également le terme de diffusion macroscopique classique (I11.6.1a).

En ce qui concerne 1’équation d’espéce de la phase liquide, une analyse tout & fait identique
permet de négliger les termes analogues a (I1.6.1b) et (I1.6.1c), et de conserver le terme
d’échange interfacial. Pour la partie diffusive du terme de diffusion—dispersion, le raison-
nement est également le méme que pour le terme (I1.6.1a). La partie dispersive, quant a
elle, doit bien—sir étre conservée, car elle devient significative lorsque les nombres de Péclet
solutaux sont importants.

Cependant, I’équation d’espéce du liquide contient également les termes de transport
faisant intervenir les coefficients uy et dy, qui font l'objet de la discussion suivante.

I1.6.1.2 Termes de transport de masse non classiques

En régime de diffusion pure, le vecteur d; = (Vyay) est nul, et d’aprés le probléme de
fermeture (I1.3.34), il en est de méme pour le vecteur uy. Dés lors, on peut estimer qu’en
régime de diffusion dominante (Pej = || vy || £, / Dy < 1), les termes ppuy - V(Cy)* et
-Vv. [pgdg (Cz - <Cg>£)] sont négligeables devant les termes de changement de phase et

d’échange interfacial. Les calculs de Quintard & Whitaker (1994a) montrent d’ailleurs que
les vecteurs uy et dy sont quasiment nuls lorsque le nombre de Péclet solutal est inférieur
a 10.

Pour des valeurs plus importantes du nombre de Péclet, les calculs de uy et dy, effectués
par Quintard & Whitaker (1994a) sur des arrangement de cylindres, montrent que uy et dg
augmentent. Toutefois, la contribution de ces vecteurs aux échanges reste inférieure a celle
du terme convectif classique, bien que les auteurs de cette étude évaluent cette contribution
3 10% du transport convectif total.

Dans le modéle macroscopique de Quintard et al. (1997), décrivant les transferts de chaleur
en milieu poreux, plusieurs termes de transport non classiques, dont un de la forme
ug - V(T[)Z, apparaissent également dans les équations d’énergie moyennées. Afin de
comparer l'importance de ce terme & celle du terme de transport de chaleur classique
(e2peCh, (ve)* - V(Ty)%), Quintard et al. (1997) calculent le rapport up/ (ngpl <Vg>e). Leurs

résultats suggérent :

— que ce rapport atteint un maximum pour des valeurs faibles ou intermédiaires du
nombre de Péclet thermique
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— qu’il tend vers une valeur nulle lorsque le nombre de Péclet tend vers l'infini

Par conséquent, les termes pseudo-convectifs (non classiques) peuvent étre importants pour
une gamme limitée de valeurs du nombre de Péclet (faibles ou intermédiaires). En revanche,
ils peuvent étre négligés dans le régime diffusif, et dans le régime fortement convectif, pour
lequel le terme de transport classique est largement dominant.

Ainsi, nous nous appuierons sur les conclusions précédentes pour négliger les termes de
transport de masse non classique, qui apparaissent dans notre modéle macroscopique de
solidification des mélanges binaires.

11.6.2 Résumé du modéle simplifié
Finalement, nous obtenons un modéle macroscopique simplifié, en négligeant les termes :
o —psDs(Ves) - V(Cs)°
o —V.[psD;(Ve,) (C; — (Cs)*)]
o —peDy(Ver) - V(Co)
e -V [PeDe (Veg) (Cz - (Ce)e)]
o puy-V(C)
e -V. [/)zde (Ce - (Ce)e)]
partout ot ils interviennent, dans le modeéle macroscopique complet (Table 3).

Ainsi, malgré ces simplifications, les équations demeurent consistantes entre elles.

Les inconnues principales :

€sy €1, <Vf)e’ <p€>Z ) <Cs>5 ’ <C€>£a <T>

sont solutions du systéme d’équations de la Table 5, et de la relation :

es+e = 1 (11.6.4)
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11.V.

Table 5: Modéle macroscopique simplifié
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I11.7 Conclusion

Une modélisation macroscopique des transferts de masse et de chaleur, dans un mélange
binaire en cours de solidification, a été établie & I'aide d’une technique de prise de moyenne
volumique (Table 5).

Le changement d’échelle s’est effectué dans le cadre de contraintes d’échelles de longueur
précises (Table 2), caractérisant les variations spatiales continues, modérées mais non pe-
tites, de la porosité, ou hétérogénéités évolutives (Benihaddadene, 1997 ; Goyeau et al.,
1997, 1999). Les différents termes, apparaissant dans les équations moyennées, ont été
évalués a ’aide d’analyses d’ordre de grandeur, fondées principalement sur ces contraintes
géomeétriques.

Chacune des propriétés de transport effectives (Table 4), au sein de la zone double-phase
du mélange binaire, sont définies par des problémes de fermeture. Afin de découpler le
calcul des propriétés relatives aux échanges de masse (coefficicent de diffusion-dispersion,
coefficients d’échange), et aux échanges thermiques (conductivité effective), les variations
de concentration le long de l'interface solide-liquide ont été négligées. Les contraintes
associées a cette hypothése ont été établies et vérifiées dans un cas particulier, a partir des
résultats d'une expérience de la littérature (sous-paragraphe 11.3.2.2).

Le modéle macroscopique, ainsi établi, est fondé sur ’hypothése classique d’équilibre ther-
mique local, formulée et justifiée par la proximité des conductivités et des capacités calori-
fiques des phases solide et liquide, ainsi que par 'importance du nombre de Lewis des
métaux & 1’état liquide. Les principales originalités du modéle macroscopique, vis—a-vis
des modeles de solidification actuels (Beckermann & Wang, 1995 ; Prescott & Incropera,
1996), résident dans les points suivants:

— La dispersion massique et thermique est introduite dans la définition du tenseur
effectif de diffusivité massique, et du tenseur effectif de conductivité thermique. De
plus, la tortuosité est également prise en compte dans la définition de ce dernier.
Jusqu’a présent, ces phénomeénes microscopiques n’avaient pas été pris en compte
dans les modéles de solidification, bien que la nécessité de définir des tenseurs de
diffusivité effectifs ait été parfois soulignée (Prescott & Incropera, 1996).

— Contrairement & I’hypothése habituelle de liquide interdendritique parfaitement mé-
langé (Kurz & Fisher, 1989), la microségrégation est décrite dans les deux phases du
mélange binaire. Cet échange de masse, & travers 'interface solide-liquide, est mod-
élisé par des coefficients d’échange massigue. Si de tels coefficients apparaissent dans
des modéles de solidification (Beckermann & Wang, 1995), ils sont déterminés par des
calculs analytiques de longueurs microscopiques de diffusion, ou par analogie entre
les échanges de masse et de quantité de mouvement (Annexe C). En revanche, une
résolution numeérique bi— ou tridimensionnelle des problémes de fermeture (I1.3.36)-
(I1.3.38), sur des images ou des schématisations de dendrites, permet de tenir compte
non seulement des caractéristiques géométriques des microstructures (tortuosité des
cristaux), mais également de 'intensité de ’écoulement du liquide au sein de la zone
pateuse. Dés lors, cette méthode permet d’améliorer la définition des coefficients
d’échange massique des modeéles de solidification dendritique.

— Des coefficients de transport de masse (uy, dg, Table 4) ont été définis. Si ces pro-
priétés effectives ont été mises en evidence dans des études de changement d’échelle
en milieu poreux (Zanotti & Carbonell, 1984 ; Quintard & Whitaker, 1994a; Chella
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et al., 1998), elles n’apparaissent pas, en revanche, dans les modéles macroscopiques
de solidification. Ces coefficients, ainsi que certains termes non classiques, faisant in-
tervenir les gradients de porosité, apparaissent dans la version « compléte » de notre
modéle (Table 3). Cependant, la résolution d’un tel modéle ne figure pas les perspec-
tives de cette thése. En effet, nous avons préféré négliger I’ensemble de ces termes
non classiques. Toutefois, en nous appuyant sur des travaux précédents (Quintard
& Whitaker, 1994a ; Quintard et al., 1997), ainsi que sur une analyse d’ordre de
grandeur, nous avons montré qu’il était raisonnable de négliger ces termes.
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Chapitre 111
Mise en ceuvre numeérique

IT11.1 Introduction

Les modeéles macroscopiques, utilisant 1'une des deuz descriptions classiques (modéles de
type Scheil ou régle du levier) de la solidification dendritique, ont été résolus principalement
a ’aide de la méthode des volumes finis ou des éléments finis. En particulier, la résolution
du modele continu (régle du levier) de Bennon & Incropera (1987a) et de ses extensions
(Prescott et al., 1992 ; Krane et al., 1997 ; Krane & Incropera, 1997), a été réalisée au
moyen de la méthode des volumes finis et d’un algorithme décrit par Bennon & Incropera
(1988). Dans les techniques de volumes finis, le couplage vitesse-pression est traité au
moyen de 'algorithme SIMPLE (Voller et al., 1989) de Patankar (1980), ou de ses dérivées
SIMPLER (Krane & Incropera, 1997) et SIMPLEC (Ahmad et al., 1998). Felicelli et
coauteurs, quant & eux, utilisent la méthode des éléments finis pour résoudre leur modéle
de type Scheil (Felicelli et al., 1991, 1993), a I’aide d’un algorithme détaillé par Fellicelli
et al. (1993). L’une des caractéristiques de cet algorithme réside dans le calcul de la
concentration moyenne du solide au cours du phénoméne de refusion. En effet, lorsque la
diffusion microscopique d’espéce est nulle dans le solide, la concentration macroscopique
du solide est calculée en cours de refusion a l’aide d’un stockage préalable des profils
microscopiques de concentration (Felicelli et al., 1991, 1993).

Parmi les algorithmes les plus récents appliqués en volumes finis, on peut également men-
tionner celui de Schneider & Beckermann (1995a) ainsi que ceux de Swaminathan & Voller
(1997) et Voller (1998). Ces méthodes, en effet, sont un peu plus générales que les précé-
dentes, car elles s’appliquent & des modéles macroscopiques de solidification qui prennent
en compte la diffusion de masse a ’échelle microscopique dans la phase solide, le liquide
étant toutefois supposé parfaitement mélangé.

En ce qui concerne les modéles macroscopiques de non—équilibre massique, qui décrivent la
microségrégation dans le solide et le liquide extradendritique (Annexe C), les algorithmes
utilisés dans les méthodes de volumes finis sont loin d’étre triviaux : les phénomeénes
de solidification équiaxe en présence de convection (Wang, 1994, Wang & Beckermann,
1995, 1996b), ou de solidification colonnaire et équiaxe en régime de diffusion (Wang &
Beckermann, 1994), sont résolus par une méthode & deux pas de temps, inspirée de Thévoz
et al. (1989). En effet, les temps caractéristiques des différents phénomeénes physiques mis
en jeu sont trés différents (Wang & Beckermann, 1995). Par exemple, I’évolution de la
fraction de grain (rapport du volume occupé par l’enveloppe de dendrite (Annexe C) et
du volume du V.E.R.) est gouvernée par la croissance du sommet de dendrite, qui est
beaucoup plus rapide que les phénoménes de transport macroscopique. Par conséquent, la
résolution du probléme microscopique décrivant la croissance de la microstructure nécessite

83



4i1.1. LIVALIVWLUDUULIULY

un pas de temps trés fin. En revanche, un grand pas de temps (pas de temps « macro »)
est nécessaire pour résoudre les équations macroscopiques de transport, surtout pour des
applications bi— ou tridimensionnelles (Wang & Beckermann, 1996b).

Pour I'application numeérique du modeéle macroscopique établi (Table 5), nous avons choisi
la méthode des volumes finis, telle qu’elle est décrite par Patankar (1980). Cette méthode
permet d’obtenir des solutions vérifiant les bilans de masse, de quantité de mouvement et
d’énergie, a la fois localement et globalement (Patankar, 1980 ; Ferziger & Peri¢, 1999).

Le premier objectif de ce chapitre est de construire un algorithme & la fois stable et con-
servatif, et de démontrer la capacité de notre modéle macroscopique, et de 1’algorithme
élaboré, a résoudre un probléme de solidification d’un mélange binaire en cavité.

De ce point de vue, ['une des principales difficultés réside dans la résolution des équations
de masse, dans la mesure ol notre modéle décrit le non équilibre massique, ou microségré-
gation, dans les deux phases du mélange binaire en cours de solidification. Il est en effet
reconnu que la résolution de ce phénoméme est délicate. Par exemple, Tardy & Quintard
(1999), qui s’intéressent aux écoulements multi-phases compositionnels en milieu poreux,
soulignent que la prise en compte des échanges de masse interfaciaux (ou cinétique) peut
nécessiter des pas de temps trés fins si ce phénomeéne n’est pas discrétisé correctement. En
solidification, cette cinétique a été résolue jusqu’a présent par l'algorithme & deux pas de
temps que nous venons d’évoquer. Les auteurs de cette méthode (Wang & Beckermann,
1995, 1996b) insistent sur les précautions particuliéres qui sont requises pour le calcul du
tauzr de changement de phase, afin d’obtenir un algorithme de solidification robuste.

Les applications numériques (2-D), présentées dans ce chapitre, concernent la solidifcation
des mélanges binaires en cavité rectangulaire, ’écoulement du liquide résultant uniquement
du phénomeéne de convection naturelle thermosolutale.

Un cas—test (Voller et al., 1989) est présenté afin de démontrer la robustesse de l’algorithme
ainsi que d’illustrer les potentialités du modéle.
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I11.2 Discrétisation du modéle macroscopique

1I1.2.1 Cadre physque de I’étude

Le modele établi (Table 5) a été aplliqué a la solidification des mélanges binaires en cavité.
Nous présentons tout d’abord les quelques hypothéses physiques supplémentaires qui ont
été introduites.

En revanche, notre approche des phénoménes de refusion, et de solidification eutectique,
est décrite dans le paragraphe I11.2.5. La discussion relative & ces phénoménes, en effet,
semblera plus claire une fois que ’algorithme de résolution du modéle sera établi.

Approximations physiques supplémentaires

L’application numérique du modeéle macroscopique a été réalisée dans le cadre des approx-
imations supplémentaires suivantes :

1. Les masses volumiques du solide et du liquide sont égales, et 'approximation de
Boussinesq est adoptée :

Ps = Po (I11.2.1)
pe = P [1 — Br ((T) - Te“t) — Bs ((Cg)e — Ce“t)] dans egppg (111.2.2)

pe = p, dans tous les autres termes (I11.2.3)

2. Les autres propriétés physiques (Mg, D, k = £, s) sont supposées constantes.
3. Le terme de frottement inertiel n’est pas considéré.

4. Les termes représentant le flux d’enthalpie associé a la diffusion de masse sont nég-
ligés.

5. Les sources internes de chaleur ne sont pas considérées.

6. Le terme pg (V2e¢) (vo)® (Table 5) est négligé dans I'équation de quantité de mouve-
ment.

7. La partie dispersive de la diffusivité massique effective du liquide n’est pas encore
introduite. Cependant, elle le sera trés prochainement.

8. Les parties tortueuse et dispersive du tenseur de conductivité ne sont pas considérées.

9. Les enthalpies massiques moyennes du solide et du liquide sont supposées indépen-
dantes des concentrations, et elles varient linéairement avec la température de mélange :

<Hs>s = Cps<T> (III.2.4)

(Hp)t = Cp(T)+L (I11.2.5)
ou I’enthalpie de référence £ a pour expression :

L= (Cpo—Cp) T+ ((H)'—(H,)") (I11.2.6)

Teut
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IT1.2.2 Choix des inconnues
Formulation en température

Les relations (I11.2.4)-(I11.2.5) permettent de formuler I’équation macroscopique de I’énergie
sous la forme suivante, compte tenu des approximations précédentes :

0

O () D) + V- (00, Co TV WD)) = V- A V(TN 4 £ o (ewp,) | (T127)

ou

(pcp)m = EZPonl‘FEsPOCps (11128)

est la capacité calorifique du mélange, alors que A, désigne la partie diffusive de la con-
ductivité thermique effective :

Am = Ephp+ EsAs (IT1.2.9)

Dans les modéles macroscopiques de solidification, les équations d’énergie sont exprimées
sous diverses formes, dont les plus courantes sont décrites par Voller et al. (1990). La
formulation en température (II1.2.7) est par exemple utilisée par Swaminathan & Voller
(1997) et Voller (1998).

Certains auteurs recommandent le choix de ’enthalpie totale du mélange pour ’inconnue
principale de I’équation de ’énergie (Thévoz et al., 1989 ; Combeau et al., 1990 ; Roch
et al., 1990 ; Vannier et al., 1992). En effet, cette méthode est considérée comme étant
la plus sfire pour assurer la conservation globale de I’énergie (Rappaz, 1989). On trouve
deux variantes de cette méthode :

1. La relation (T') ((H)) est parfois linéarisée a 1’aide d’une itération de Newton dans
les termes de convection et de diffusion (Rappaz, 1989 ; Thévoz et al., 1989 ; Vannier
et al., 1992 ; Ahmad et al., 1998). La dérivée d(T)/d(H) s’exprime alors en fonction
de la capacité calorifique du mélange et de la chaleur latente sous quatre formes
différentes, selon que le volume de controle se situe dans le liquide, la zone pateuse
ou la croute solide, ou durant la réaction eutectique (Ahmad et al., 1998).

2. Dans le cas particulier ol les enthalpies de chaque phase dépendent linéairement de
la température, les termes de convection et de diffusion sont parfois exprimés en
fonction de (H). Des termes sources correctifs apparaissent alors dans 1’équation de
I’énergie (Bennon & Incropera, 1988 ; Krane et al., 1997). Cependant, selon Yoo &
Viskanta (1992), la discrétisation de ces termes sources peut s’avérer délicate et ils
peuvent créer des difficultés numériques.

Par conséquent, malgré son caractére conservatif, il ressort que la méthode de I’enthalpie
peut étre difficile & appliquer (cas 1) (Rappaz, 1989), ou qu’elle met en jeu des termes
sources pouvant causer des difficultés (cas 2).

C’est pourquoi nous avons choisi la formulation en température (II1.2.7). L’avantage de
cette formulation est que I’équation posséde une forme classique, les problémes associés au
changement de phase étant isolés dans un unique terme source (Voller, 1990).
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Introduction des concentrations superficielles

Afin de s’assurer de la conservation globale de la masse, il est utile d’introduire les concen-
trations superficielles :

<Cs> = €S<CS>S (III.Q.lO)

(Co) = e(Co)* (I11.2.11)

comme inconnues des équations d’espéces et de continuité du solide (Tardy & Quintard,
1999). C’est en effet le meilleur moyen d’obtenir une formulation implicite des termes
d’accumulation dans ’algorithme de résolution.

Les termes de diffusion macroscopique d’espéce ont alors I’expression suivante dans la phase

k(=4 s):

\A (5lcpoDkV<Ck)k) = V- [expoDiV (e (Ci))]
= V- (p,DrV{Cy))
+ V- (—¢;'pyDr(Cr)Ver) (I11.2.12)

Les termes du second membre de cette expression ont pour estimation :

A\ (pODkV<Ck>) = 0 (pODkg—;c) ) (III.2.13)
V. (_EglpODk<Ck>V5k) = 0 (pODk g__lilg ) (III.2.14)

Par conséquent, on peut considérer que ces deux termes sont petits devant le terme
d’échange interfacial :

. C, — e H{C
Polm, (Ck - 5k1<Ck>) = 0 (Ekpoke—§<k)> (I11.2.15)
k

dés lors que la séparation d’échelles de longueur est vérifiée :

lp K L.~ L (I11.2.16)

Les termes (II11.2.13)—(I11.2.14) sont donc du méme ordre, et petits devant le terme d’échange
interfacial au sein de la zone péteuse. Ainsi, on ne conservera que le terme classique
(I11.2.13), qui est non négligeable dans la phase pure k. Rappelons de plus qu’en nous ap-
puyant sur les mémes arguments, nous avons déja négligé des termes de diffusion massique
macroscopique faisant intervenir les gradients de porosité (paragraphe I1.6) et dont I’ordre
de grandeur est identique a celui de (II1.2.14).

Etant donné les approximations et les changements de variables introduits dans ce para-
graphe, on obtient une nouvelle forme du modéle macroscopique (Table 5), utilisée dans
cette application numérique.
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Les inconuues ey, ¢, (vo)’, (p0)%, (C,), (Cy), (T) sont donc solutions de cette version
simplifiée du modéle physique, résumée dans la Table 6, et de la relation :

es+e = 1 (I11.2.17)

Les conditions aux limites et initiales n’étant pas identiques pour les différents cas—
tests abordés, elles seront décrites dans le paragraphe (II1.4) qui présente les résultats
numériques obtenus.

La discrétisation et I’algorithme de résolution de ce systéme font 'objet des deux sous—
paragraphes suivants.

111.2.3 Meéthode et schémas numériques

Le modéle macroscopique est résolu par la méthode des volumes finis structurés en deux
dimensions, telle qu’elle est décrite par Patankar (1980).

Dans cette méthode, le domaine d’étude considéré est partitionné par un ensemble de vol-
umes de controle, sur lesquels les différentes équations aux dérivées partielles sont intégrées.
Les grandeurs scalaires (pression, température, fractions massiques d’espéce, fractions vo-
lumiques de phase) sont calculées au centre de volumes de contrdle « scalaires » V (figure
F.1), alors que les deux composantes de la vitesse sont calculées sur les faces de ces volumes.
Ceci est réalisé au moyen de grilles décalées : les projections des équations de quantité de
mouvement, dans les deux directions de I’espace, sont intégrées sur des volumes de con-
troles décalés par rapport aux volumes scalaires. Les nceuds associés & ces volumes décalés
se situent au milieu des faces des volumes de controle scalaires, et la résolution des équa-
tions de quantité de mouvement permet de calculer la valeur des composantes de la vitesse
sur ces noeuds.

Les schémas utilisés pour la discrétisation spatiale et temporelle des équations
sont présentés dans I’Annexe F.

I11.2.4 Algorithme de résolution

L’algorithme de résolution du modéle physique (Table 6) est présenté dans la Table 7.
Cet algorithme a été implémenté dans un code bidimensionnel, en modifiant le module de
thermohydraulique 2-D (FORTRAN 77) du code d’accident grave ICARE-CATHARE de
I'L.LP.S.N. (Fichot et al., 2000).
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Dans ’écriture de 'algorithme, les notations simplifiées suivantes ont été introduites :

V = (vt (I11.2.18)
P = (p)* (I11.2.19)
T = (T) (I11.2.20)
U = (C) = &(Cy)° (I11.2.21)
U, = (C)) = &Cp) (I11.2.22)

Description de I’algorithme :

La Table 7 (page 94) présente I'algorithme itératif (boucle p) permettant de calculer les
inconnues :
Va Pa T, Usa Uﬁa €sy €4

a4 un instant "t connaissant la solution & 'instant précédent ¢".
Les étapes successives sont les suivantes :
1. Calcul de la vitesse et de la pression :

Pour le traitement du couplage vitesse—pression, deux algorithmes différents sont laissés
au choix de l'utilisateur :

— Nous avons programmé 1’algorithme SIMPLEC (Van Doormaal & Raithby, 1984),
qui dérive de SIMPLE (Patankar, 1980), mais qui est plus consistant et moins cofi-
teux que ce dernier. De plus, lorsque la diffusion et la convection de quantité de
mouvement sont négligeables devant le gradient de pression et les termes sources,
les approximations introduites dans SIMPLEC deviennent exactes (Van Doormaal
& Raithby, 1984). Ces conditions sont approchées dans les écoulements en milieu
poreux, et l'algorithme est donc adapté & la résolution de I’équation de quantité de
mouvement dans les zones de porosité petite ou modérée de la zone pateuse. Dans cet
algorithme, le terme convectif de I’équation de quantité de mouvement est linéarisé
(Table 7) : la vitesse est supposée inconnue aux noeuds situés a l'intérieur des vol-
umes de controle vectoriels, et exprimée de maniére explicite (V") sur les faces de
ces volumes (Ferziger & Peri¢, 1999).

— Nous avons également conservé 1’algorithme initialement programmé dans le module
de thermohydraulique : la vitesse et la pression peuvent étre calculées en résolvant
simultanément les équations de continuité du liquide et de quantité de mouvement.
La non linéarité du terme convectif est alors traitée par un algorithme de Newton.
Nous avons constaté qu’il n’était pas nécessaire de faire converger cet algorithme, et
une seule itération Newton assure une bonne convergence de la boucle principale (p).

Par défaut, l'algorithme SIMPLEC est utilisé car il permet de réduire assez nettement le
temps de calcul.
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2. Calcul de la température :

Connaissant le nouveau champ de vitesse, I’équation d’énergie est résolue pour calculer la
température. Celle—ci est alors relaxée a 1’aide d’un algorithme qui est fondé sur la méthode
de la sécante (Fichot et al., 2000) et qui permet d’amortir d’éventuelles oscillations du
champ de température.

3. Calcul des concentrations superficielles et de la fraction volumique solide :

Aprés mise & jour des concentrations d’équilibre en fonction des nouvelles valeurs de la
température, les concentrations superficielles des deux phases et la fraction volumique
solide sont calculées simultanément.

Cette démarche s’inspire de celle de Tardy & Quintard (1999), appliquée aux écoulements
multi-phases compositionnels en milieu poreux. En effet, ces derniers partent du méme
constat que Wang & Beckermann (1995, 1996b) selon lequel les échanges de masse sont
caractérisés par deux temps trés différents : le temps des phénoménes macroscopiques
d’advection—dispersion est beaucoup plus grand que le temps du phénoméne microscopique
d’échange interfacial. Cependant, alors que Wang & Beckermann (1995, 1996b) utilisent
un algorithme & deux pas de temps que nous avons évoqué, Tardy & Quintard (1999)
préconisent la méthode que nous avons également adoptée :

— introduire les concentrations superficielles (I11.2.21)—(I11.2.22) (produit de la satu-
ration et de la concentration dans leur cas) de maniére & obtenir une expression
totalement implicite des termes d’accumulation.

— calculer simultanément ces inconnues et la fraction volumique solide (la saturation
dans leur cas) a l'aide du schéma temporel d’Euler implicite (Annexe F).

Cette méthode assure une trés bonne stabilité dans le résolution des équations de masse.

Dans les équations d’espéce et de continuité du solide, les coefficients d’échange massique
dépendent de la porosité. Cette non linéarité est traitée par la sous—boucle g de I'algorithme
(Table 7), dans laquelle les valeurs des coefficients d’échange sont prises a 'itération précé-
dente ¢, jusqu’a convergence de la porosité.

Les différents systémes linéaires sont résolus a l’aide de la méthode itérative CGS (Saad,
1996).
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Critéres de convergence :

1. Convergence des différents champs :

Soit N <(I>p+1) la norme associée & chaque champ physique ® & l'itération p + 1 dans le
domaine d’étude 2 :

p+1

N (<I>”“) = Max|o"" — 9’ (I11.2.23)
Les critéres de convergence des différents champs sont alors les suivants :
N (V;’“) < o =105 (111.2.24)
N (V”“) < o (111.2.25)
! 2.
Ma ‘(P”+1 —P”) JP| < a? =101 (I11.2.26)
N (Tp+1>
<al'=10"° I11.2.27
Max (T771) < (HH1-2:21)
N (U;’“) < ot =107 (111.2.28)
p+1
N (UZ ) < at (I11.2.29)
N (e’;“) < a5 =107 (I11.2.30)

La convergence du sous—probléme de conservation de la masse (boucle g de ’algorithme)
est atteinte lorsque :

< at=10"° (I11.2.31)

q+1 q
€y —E&s q

Max
Q

2. Bilans :

En plus des critéres précédents, la solution est admise lorsque les résidus de 1’équation de
continuité du liquide et du bilan global d’énergie sont suffisamment petits :

1/2

2
1 f P41 p+1 4
—_— n-le, p,V dsS < 10 111.2.32
V(L,J) Jav,0 ( £ ) ] ( )

1 N M
NXMZZ
I=1J=1

p+1

/ [6: ((pCp),, T) — LIy (e5p,)] AV — Ann - VTdS
Q av,

1
VQ

< 1073 (II1.2.33
)\zTeut/aQ ( )

Cette expression du bilan d’énergie global est valable dans le cadre considéré des systémes
fermés, la vitesse vérifiant une condition d’adhérence sur les parois.
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Parmi l’ensemble de ces critéres de convergence, (II1.2.33) s’est avéré le plus contraignant.
Cependant, il est important de s’assurer que le bilan global d’énergie est bien vérifié a
chaque instant.

La conservation globale de la masse, quant o elle, est assurée deés la premiére itération p,
grace a la structure implicite de l'algorithme de résolution des équations de masse (sous—
boucle q). En effet, nous avons constaté que la quantité :

1 US-I-Ue]
— 1———|dV
VQ/V |: Co

Q

qui est physiquement nulle dans un systéme fermé, reste toujours inférieure a 10™° quel que
soit le pas de temps utilisé. En revanche, il n’en est pas toujours de méme si une discrétisa-
tion inappropriée des équations de masse est utilisée : nous avons constaté qu’une tentative
de résolution séquentielle des équations d’espéce et de continuité du solide n’assurait pas
toujours la conservation globale de la masse. En effet, il est important de considérer chacun
des termes sources des équations (II1.2.34), (II1.2.38) et (II1.2.39) de maniére implicite :
ainsi, la somme des termes d’échange (dii au mouvement de 'interface et a la diffusion
/ convection) des deux équations d’espéce s’annule a chaque itération p, et ’algorithme
conserve la masse.

Pour les calculs de solidification que nous avons effectués, on peut évaluer a cing le nombre
(P) moyen d’itérations p nécessaires a la convergence, pour un pas de temps de 0,1 s.

En ce qui concerne le probléme de conservation de la masse (boucle g), sa convergence n’est
pas nécessaire a priori. Toutefois, I’expérience nous a montré que si cette convergence n’est
pas atteinte, des oscillations se produisent parfois dans la boucle principale p. Pour un pas
de temps de 0,1 s, le nombre (Q) d’itérations g nécessaires est souvent égal a cinq pour
p = 1, puis ce nombre diminue progressivement jusqu’a 1'unité au cours des itérations p
successives.
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111.4.

Table 6: Version simplifiée du modéle macroscopique pour l’application numérique

(6€°C'111)

(8¢°T°111)

(L&T111)

(9¢°Z'111)

(eeT'111)

(peT 111

(09 L7+ (DA™ - A= (o)D) - A+ [(2) (o] 2
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0= (,(1a)"%3) - A
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Table 7: Algorithme de résolution du modéle macroscopique

Calcul itératif des inconnues a instant ¢""
p=1,P:

1. Calcul de (v”“, P”“) par l’algorithme SIMPLEC

( +1
V]{ (ctpev )dszo

\ 8 (ezpovp“) + %ﬁvn (e;?pov”vp“) ds =

2 P p+1

1
—eiVPerl + ng n- <6§WVVP+1> dS + e, pg — (egp) pe(K™') -V
)4

\

p+1 ‘

‘2. Calcul de T

5 n (AanTp“) dS + L 8, (€5p,)

3. Calcul de (Uﬁ“, Ué’“, 6§+1, 571)

° C; = gs (Tp+1) , CZ = gy (Tp+1)
e ¢=1,0Q:
Oy (po q+1) - Cs*at <5Z+lpo> =

% - (peDsVU; ™) dS + o, (7€ — U

O (pOUZ“) +%£v (POUZH p+1) ds + C£6t< €q p0> =

q+1]

b (o) as i, [(1- ) -0
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111.2.5 Refusion et solidification eutectique

Nous décrivons ici I’approche adoptée pour traiter le phénomeéne important de la refusion,
qui intervient souvent dans la solidification des mélanges binaires en cavité. Une méthode
qui permettrait de simuler les réactions eutectiques est également évoquée, bien qu’elle
n’ait pas encore été mise en ceuvre.

I11.2.5.1 Le phénoméne de refusion

Au cours de la solidification d’un mélange binaire en cavité, en présence de convection
naturelle, il est fréquent que des refusions du solide se produisent.

Dans les modeles d’équilibre massique (régle du levier), les refusions ne posent pas de
probléme particulier, le solide étant supposé homogéne dans un volume de controle.

En revanche, la modélisation des refusions devient complexe, et difficile a appréhender d’un
point de vue théorique, lorsque la microségrégation est considérée dans le solide (Rappaz
& Voller, 1990).

Nous décrivons les modéles de refusion de la littérature, puis I’approche de ce phénoméne
que nous avons adoptée.

Approche de Felicelli et coauteurs :

Dans certains modéles de type Scheil, qui négligent la diffusion microscopique de masse
dans le solide, les relations suivantes sont stockées en cours de solidification (Felicelli et al.,
1991, 1993) :

*

C. (20) (I11.2.40)

(Cs) (e0) (I11.2.41)

ol la concentration interfaciale C; est reliée a la température de mélange par le diagramme
de phase, alors que (C;) est déterminée par le calcul de l'intégrale :

(Cy) = / 105* (n) dn (I11.2.42)

Les relations (I11.2.40)-(II1.2.41) sont stockées pour des valeurs de ey espacées d'un incré-
ment de valeur arbitraire. Une interpolation linéaire est alors utilisée pour évaluer C; et
(Cs) aux autres valeurs de €.

Lorsque la phase solide refond localement, les concentrations moyennes et interfaciales
ne sont plus déterminées par les relations d’équilibre thermodynamique. Au contraire,
elles sont déduites de ’histoire de la solidification, représentée par les relations (I11.2.40)—
(I11.2.41).

Cette méthode ne constitue néanmoins qu'une approximation monodimensionnelle. En ef-
fet, si Felicelli et al. (1991, 1993) ont utilisé cette approche dans des applications bidimen-
sionnelles, elle supposerait dans ce cas que le phénoméne de refusion conserve la géométrie
que les dendrites possédaient lors de la solidification. Ceci constitue peut—étre la limite
principale de cette méthode.
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Approche de Beckermann et coauteurs :

Les auteurs des modéles décrivant la diffusion microscopique d’espéce dans le solide, 3 1’aide
d’un coefficient d’échange massique (Annexe C), supposent que la concentration moyenne
du solide reste constante dans le temps durant la refusion :

(Cs)* = constante pendant la refusion (I11.2.43)

Cette hypothése a notamment été adoptée pour les problémes de solidification dendri-
tique colonnaire (Schneider & Beckermann, 1995a), ou purement équiaxe en présence de
convection (Wang & Beckermann, 1996a).

Cette approximation supprime la nécessité d’un stockage de ’histoire de solidification.
Toutefois, Wang & Beckermann (1996a) précisent que des études expérimentales seraient
nécessaires afin d’examiner sa pertinence.

Approche utilisée dans ce travail :

En ce qui nous concerne, nous avons considéré que notre modeéle pouvait simuler le phénomeéne
de refusion sans modifications physiques ou algorithmiques (Table 7) particuliéres par rap-
port au phénomene de solidification.

En particulier, les concentrations interfaciales sont reliées a la température de mélange,
par les relations d’équilibre thermodynamique (diagramme de phase), quel que soit le sens
du changement de phase :

C, = g:((T)) (I11.2.44)

C, = g.(T)) (I11.2.45)

Qualitativement, la validité de cette approche dépend de 'importance de la diffusion mi-
croscopique de masse dans le solide, représentée par le coefficient d’échange hy,, .

En effet, si cette diffusion est suffisamment rapide devant la vitesse de solidification, le
changement de phase a lieu dans une situation de quasi—équilibre local (proche de la regle
du levier). En revanche, si la diffusion microscopique de masse est trop lente dans le
solide, les profils microscopiques de concentration restent quasiment figés. Dés lors, la
concentration interfaciale C’; devrait plutot étre déduite de I'histoire de la solidification.
Dans le cas particulier d’une refusion du solide & température constante, ou dissolution,
la relation (IT1.2.44) semble en effet inappropriée car C, resterait constante au cours du
temps, alors qu’une certaine microségrégation existe dans la phase solide.

Cependant, nous pensons intuitivement que les erreurs induites par ’application des rela-
tions (III.2.44)-(III1.2.45), au cours des refusions, sont minimes dans le cas ou ces refusions
restent locales dans le temps et dans ’espace.

Dans tous les cas, il serait intéressant dans le futur de confronter les résultats obtenus par
lapplication des deux modeéles de refusion que 'on trouve dans la littérature (I11.2.40)—
(I11.2.42), (II1.2.43) et des relations (II1.2.44)—(II1.2.45) que nous avons utilisées jusqu’a
présent.
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I11.2.5.2 Solidification eutectique

Dans un volume de controle ou une réaction eutectique se produit, le changement de phase
est identique & celui d’un corps pur puisqu’il a lieu & la température constante 7¢%¢ .

C’est pourquoi Wang (1994) a utilisé 1’algorithme de Voller (1990), initalement établi pour
les corps purs, afin de simuler les réactions eutectiques dans son modéle de non—équilibre
massique décrivant la solidification équiaxe d’un mélange binaire.

Ainsi, lorsque la température T¢* est atteinte dans un volume de controle, Wang (1994)
simule la réaction eutectique en deux étapes :

1. La température est maintenue & T¢* par une méthode de pénalisation : dans le
systéme linéaire associé a ’équation de 1’énergie, les éléments diagonaux de la ma-
trice, relatifs & chaque volume de contréle ou la réaction eutectique se produit, sont
remplacés par un nombre arbitrairement grand ap (10%°), et la quantité ap T est
ajoutée au second membre de I’équation discréte. Le champ de température est alors
calculé.

2. Dans chaque volume de controéle oil la réaction eutectique se produit, la porosité est
déduite de I’équation d’énergie dans laquelle la relation T' = T est introduite.

Nous avons réfléchi & la possibilité d’adapter cette technique a notre modéle. Il ressort que
cette méthode demanderait une modification importante des équations de masse par rapport
a notre algorithme de solidification non eutectique (Table 7), décrit précédemment dans ce
chapitre. En effet :

— L’équation de continuité du solide ne peut plus étre résolue car elle perd son sens
durant la réaction eutectique, dans la mesure ot C; = CE = O,

— Les deux équations d’espéce seraient alors résolues en exprimant la fraction volumique
solide de maniére explicite (déduite de I’étape 2 ci-dessus), alors qu’elle est implicite
dans l'algorithme de solidification non eutectique. Pour assurer la conservation de
la masse, il faudrait de plus annuler les termes d’échange interfacial dans ces deux
équations.

Confrontés aux difficultés évoquées, nous n’avons pas tenté de simuler les solidifications
non eutectiques.

Cependant, ce phénoméne nous intéresse tout de méme, et notre réflexion pourra déboucher
dans le futur sur la mise au point d’un algorithme.

I11.3 Validation de la méthode numérique en convection na-
turelle

Dans ce travail, le modéle macroscopique établi a été appliqué au probléme de solidifica-
tion des mélanges binaires en cavité. Deés lors, il était important de valider la méthode
numérique utilisée sur des problémes classiques de convection naturelle.

Plus particuliérement, nous avons choisi d’aborder le cas—test de convection thermique
d’un fluide (convection naturelle de l’air en cavité carrée, de Valh Davis & Jones, 1983 ;
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Le Quéré & Alziary de Roquefort, 1985). Nous avons aussi résolu le probléme de convection
thermique en milieu poreux, avec transport d’espéce. Les résultats relatifs a ce cas—test
ont été comparés a ceux de (Goyeau et al., 1996).

La description de ces problémes, ainsi que les résultats obtenus sur ces cas—
tests, sont donnés dans I’Annexe G.

Ces résultats sont en bon accord avec les solutions de référence, en particulier pour des
valeurs relativement élevées du nombre de Rayleigh thermique (jusqu’a 107) dans le cas de
la convection naturelle de l'air (Tables G.1 et G.2).

Bien entendu, ces calculs ne valident que la discrétisation des termes de diffusion et de
convection, ainsi que celle des termes de Boussinesq et de Darcy. Ils ne valident en aucune
maniére les termes associés au changement de phase.
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II1.4 Solidification des mélanges binaires en cavité

I11.4.1 Solidification du mélange NH,Cl (10%) — H,O

Afin de tester et de mettre au point ’algorithme de résolution établi (Table 7), nous avons
choisi de confronter les résultats du modeéle & ceux de Voller et al. (1989). Ce cas-test
permet aussi de faire une premiére évaluation de la pertinence et des potentialités du
modéle physique. Il a été sélectionné pour les raisons suivantes :

— La cavité est de petite dimension (2,5 cm de coté). Les nombres de Grashof thermique
et solutal sont alors relativement modérés (page 105).

— La solidification est entiérement non eutectique, la température restant supérieure a
T, En effet, nous n’avons pas encore mis au point une méthode permettant de
simuler les réactions eutectiques. Or, nous voulions tester la robustesse de la méthode
numérique sur la solidification compléte d’un systéme.

— Les résultats de Voller et al. (1989) n’indiquent pas de refusions importantes. En
effet, comme nous l'avons évoqué dans le sous—paragraphe I11.2.5.1, nous pensons
que notre approche du phénoméne de refusion conduit & des erreurs minimes lorsque
ce phénomeéne reste local.

111.4.1.1 Description du cas—test

Le systéme considéré est representé par la figure III.1.

S S S S S S S

a T
1 NH,Cl - H,0

S S S S S S S

s 7 T T T T

a

Figure I11.1: Cas test de Voller et al. (1989)
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Les conditions aux limites et initiales sont les suivantes :

Conditions aux limites :

V=0 en z=0,z=0a,y=0,y=a (IT1.4.1)
T=T=40K en z=0 (I11.4.2)
T
g_x =0 en z=a (I11.4.3)
T
g—y =0 en y=0,y=a (IT1.4.4)
U, oUy

=0, == — = I11.4.
o 0, Pe 0 en z=0,z=a ( 5)
=0, =— =0 =0,y = I11.4.6

Conditions initiales :
V=0ms !, P=1Pa, T=T" =600 K (I11.4.7)
8im' CO
U=t 20 I11.4.8
ET e (1—k) +k (LL.4.8)
o U

Us =k (1 —¢eim) e (I11.4.9)
gg=¢eM=1—¢gmM (I11.4.10)
gs =M =101 (I11.4.11)
Co=0,1 (I11.4.12)

Les conditions (II1.4.8)—(I11.4.12) traduisent un état d’équilibre massique initial (régle du
levier) :

Uy + U, = Cy (I11.4.13)
Us _ U (I11.4.14)
Es €

ol k est le coefficient de ségrégation du diagramme de phase linéarisé, dont le liquidus et
le solidus sont décrits par les relations :

* T — Tf
=g (T) = 111.4.1
Cy =9¢(T) - ( 5)
C. =g, (T) =k g (T) (T11.4.16)
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L’ensemble des données relatives au cas—test sont les suivantes (Voller et al., 1989) :

Conditions aux limites a 0,025 m
et initiales Co 0,1
T | 600 K
T 400 K

Diagramme de phase T 630 K

Teut | 250 K
Ceut 0,8

my -475 K
k 0,3

Propriétés physiques  Cj, | 3000 J kg 1K1
Cps | 3000 J.kg LK1
by, 04 WK tm™!
As 04 WK tm!
Po 1000 kg.m 3
77 1073 Pa.s
D, |4,8107° m?.s7!
D, | 1073 m?.s7!

L 3.10% J.kg™!
Ko | 5.10719 m?

Br | 41075 K1

Bs 0,025

Table 8: Données du cas-test de Voller et al. (1989)

La valeur de Dg n’est pas donnée dans la littérature, car jugée quasiment nulle. Pour les
calculs, nous avons pris Dy = 10713 m?.s~! dans le terme de diffusion macroscopique.

I11.4.1.2 Propriétés effectives utilisées

Les phénoménes de dispersion ne sont pas pris en compte dans ce premier cas test. Les
modéles utilisés pour la perméabilité et les coefficients d’échange massique sont décrits
dans ce sous—paragraphe.

Permeéabilité :

Nous avons suivi la démarche de Voller et al. (1989), qui utilisent le modéle isotrope de
Kozeny—Carman (Annexe B, B.1). La valeur de la constante Ky, qui intervient dans ce
modéle, est donnée dans la Table (8).

Coefficients d’échange massique :

Pour déterminer le coefficient d’échange massique de la phase liquide, hy,,, nous avons
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résolu le probléme de fermeture (I1.3.36) dans une cellule unité, représentative d’un ar-
rangement périodique de cylindres de révolution (figure II1.2).

Coefficient d’echange massique, phase liquide, PecS =0
50 T T T T T T T T T

O Calcul de fermeture
Regression polynomiale
40 a

30 a

m

20 A

10 A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Fraction volumique liquide

Figure II1.2: cellule unité et coefficient d’échange massique calculé

Les calculs correspondent a un régime de diffusion pure (Pef = (ve)n / D¢ =0). Ils ont
été effectués a ’aide du code de fermeture, initialement développé par Michel Quintard
(Institut de Mécanique des Fluides de Toulouse) pour les problémes de transport de con-
taminants en milieu poreux (Quintard & Whitaker, 1994a), puis modifié pour la résolution
du probléme de fermeture (I1.3.36).
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Le coefficient d’échange adimensionné :

. A
me = D, (I11.4.17)

a été calculé pour 10 valeurs différentes de la porosité, comprises entre 0,215 et 0,9675 et
supposé nul dans les phases pures (¢, = 0 ou 1), pour que les équations macroscopiques
de conservation de la masse dégénérent correctement. Une régression non linéaire a per-
mis d’obtenir la corrélation suivante, qui approche de maniére trés précise les valeurs
numériques obtenues (figure I11.2) :

D,

hm, = 2 [256 € — 300 7 — 653 €} + 1320 & — 623 £ | (I11.4.18)
1

Cette corrélation a été étendue au coefficient d’échange massique de la phase solide :

D
B, = )\_; [256 €5 — 300 €2 — 653 €3 + 1320 &% — 623 €3 | (I11.4.19)
1

Les deux coefficients étant nuls pour €5 = 0, il est nécessaire de considérer une phase solide
résiduelle (e > 0) de maniére & initier la solidification selon le modéle de nucléation
suivant :

e hy, =hy, =0 durant la période de surchauffe initiale (7' > ge_1 (C)))
o Iy, (Eém) # 0, hm, (eém') #0 désqueT < g[l ()

Cette approche est d’ailleurs identique & celle que Wang & Beckermann (1994) ont utilisée
pour initier la solidification dans le probléme de transition colonnaire / équiaxe qu'’ils ont
traité.

Nous avons vérifié que la valeur € = 10~* était suffisamment petite pour ne pas influencer
les résultats numeériques.

Modéle de microségrégation résultant :

Le phénoméne de microségrégation est souvent illustré par les variations de la fraction
volumique solide en fonction de la température (Clyne & Kurz, 1981 ; Flemings, 1991),
ou de la concentration interfaciale du solide (Rappaz, 1989), dans un élément de volume a
température uniforme (0-D), et diminuant dans le temps.

*

Afin de déterminer la relation e, (Cs), les équations de masse du modeéle macroscopique
ont été résolues dans un volume élémentaire soumis & un refroidissement constant :
oT
5 = 107 Ks™! (111.4.20)

en utilisant les définitions (II1.4.18)—(II1.4.19) des coefficients d’échange massique.

Ce calcul a été fait pour le mélange binaire Fe-0,8% C avec les données thermophysiques
de Schneider & Beckermann (1995a). L’espacement primaire de dendrites A; a été pris
égal a 350 pm, valeur typique des aciers selon les mémes auteurs.

La figure IT1.3 présente les résultats obtenus pour deux valeurs différentes de la diffusivité
massique du solide Dy, et comparés aux solutions analytiques qui correspondent & la régle
du levier et au modeéle de Scheil.
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Pour les faibles valeurs de C;, on constate un certain déséquilibre massique (surfusion
solutale), qui retarde la solidification par rapport aux deux modéles analytiques classiques.

Lorsque C’; augmente, les courbes se rapprochent d’autant plus de celle de la regle du levier
que la diffusivité D, est surestimée. Pour la valeur D; = 1072 m?.s™!, typique des alliages
métalliques (tels que Al-Cu, Kurz & Fisher, 1989), la courbe n’est pas ici représentée mais
nous avons constaté qu’elle coincidait avec celle du modeéle de Scheil.

Comparaison avec la regle du levier et le modele de Scheil

1.0 \ \ ‘ \ ‘
0.8 - e -
~~ - -
[} e P
= AT f
g —
8 s // - -7
(O] L 7 .~ |
2 06 S -
g v
7,7,
2

5 2 - i
o ////
> 7
c 04 r Y :
i) ya
I3 s
@ 4 ]
S
iy /

02 Vi —— Regle du levier i

/ — - - Modele de Scheil
— — — Coefficients d’echange (cylindres): Ds = 10 m’.s ™"
/ — — Coefficients d’echange (cylindres): Ds = 10 m’.s™ ]
0.0 ‘ ! ‘ ! ‘
0.003 0.005 . 0.007
C

S

Figure I11.3: Microségrégation : relation entre €5 et C;
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I11.4.1.3 Résultats et discussion

Les calculs ont été effectués pour deux valeurs différentes du coeflicient d’expansion solutale
Bs. Les valeurs des nombres de Grashof thermique Gr,, et solutal Grg, et du rapport des
forces volumiques N :

/BTQ (Tim' _ Teut) G,3

Gr, = — (111.4.21)
0
C, _Ceut 3
Gr, = P59 (Co ) (I11.4.22)
vi
Gr
N = s 111.4.23
Gr, ( )
sont les suivantes :
Bs = 0,025 Gr, = 3,38.10°, Gry = —4,23.10°, N=-1,25  (a)
(I11.4.24)
Bs = 0,25 Gr, = 3,38.10°, Gry, = —4,23.105, N=-12,5  (b)

Nous avons fait varier le paramétre (35 car nos résultats sont trés différents de ceux de
Voller et al. (1989) pour la valeur 85 = 0,025 qu’ils utilisent, en ce qui concerne les effets
de convection solutale et de macroségrégation qui en résultent.

La diffusivité massique Dy a été prise égale 4,8.107° m2.s™! (= Dy) dans I’expression du
coefficient d’échange massique hy,,, qui est ainsi surestimé de maniére & confronter nos
résultats a ceux du modele de régle du levier de Voller et al. (1989).

L’espacement primaire de dendrite A\; est un parameétre du modeéle, qui intervient dans la
définition des coefficients d’échange massique (I11.4.19)-(II1.4.18). Dans la mesure ou le
mélange binaire NH4Cl-H2O cristallise avec une morphologie similaire & celle des alliages
meétalliques (Prescott & Incropera, 1996), nous avons pris A\; = 300um, valeur carac-
téristique de Dalliage Pb-Sn (Fellicelli et al., 1993). L’influence de la valeur de A;, dans
I’expression des coefficients d’échange massique, sur la solidification, devra étre examinée
dans les recherches futures.

Les paramétres numeériques, relatifs aux trois calculs effectués, sont les suivants :

Table 9: Calculs effectués sur le cas—test de Voller et al. (1989)

Casn®| Bs | Maillage régulier | Pas de temps | Temps final
1 0,025 30 x 30 0,1s 3000 s
2 0,25 30 x 30 0,1s 3000 s
3 0,25 60 x 60 0,05 s 150 s

Le schéma amont du premier ordre (Annexe F) a été utilisé dans I’ensemble des équations
de transport pour chacun des trois cas.
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L’évolution du champ de porosité au cours du temps est représentée dans la Table 10 pour
les calculs n® 1 et 2 (Table 9). Le systéme étant totalement solidifié 4 3000 s, la cinétique
globale de solidification est identique & celle de Voller et al. (1989) dans le cas 1. Elle est
un peu plus lente dans le cas 2, car la valeur maximale de la porosité est égale & 0,4 & 3000
secondes.

e Comparaisons des résultats des cas 1 et 2 :

Dans le cas 1, le rapport N est trés proche de -1. Dés lors, il est difficile de prévoir le sens
de rotation de I’écoulement dans la cavité car les forces volumiques thermiques et solutales
s’opposent et ont quasiment la méme intensité.

Selon les résultats de Voller et al. (1989), qui correspondent au cas 1, une cellule de convec-
tion thermique se développe en début de solidification, puis une deuxiéme cellule d’origine
solutale apparait dans la région inférieure de la zone pateuse, et se développe avec le degré
de macroségrégation dans le mélange, aux dépends de la cellule thermique. A 500 s, celle-ci
a totalement disparu au profit de la cellule solutale.

Structures d’écoulement :
Les lignes de courant, & 200 et 500 secondes, sont représentées dans la Table 11.

La fonction de courant ¥ étant définie par les relations :

ov
= 2= 111.4.2
eV, By ( 5)
ov

elle est solution du probléme suivant :

vy = Q) deVe) o (111.4.27)
oz oy

T = 0 sur O (111.4.28)

Contrairement & Voller et al. (1989), nous obtenons dans le cas 1 une unique cellule ther-
mique & t = 500 s : le signe négatif de la fonction de courant indique que 1’écoulement est
descendant dans la région la plus froide, a U'intérieur de la zone pateuse.

En revanche, dans le cas 2 caractérisé par une valeur de N nettement inférieure a -1
(N = —12,5), les forces solutales sont dominantes : on constate a 500 secondes qu’une
cellule de convection solutale s’est développée aux dépends de la cellule thermique initiale
que 'on peut voir &4 200 secondes. Il ne reste de celle-ci a 500 secondes qu’un petit tourbillon
dans la partie inférieure droite de la cavité.

106



14172, QDQULALITN 1AL IJIN D) IVIL AN TN DIINALTIWVL D LN Ay iLiLly

Macroségrégation :

L’évolution au cours du temps de la macroségrégation, correspondant aux cas 1 et 2, est
représentée dans la Table 12 par les isovaleurs du champ (C) / Cy - 1.

Dans le cas 1, le degré de macroségrégation deumeure trés faible, de -5% a 5% environ. On
remarque tout de méme que le soluté, rejeté par le solide au sein de la zone pateuse, est
advecté par le liquide, qui descend dans la zone pateuse et s’accumule donc dans la partie
inférieure gauche de la cavité.

Dans le cas 2, en revanche, la convection solutale génére une macroségrégation beau-
coup plus importante. Le soluté, rejeté dans le liquide interdendritique, est advecté par
I’écoulement qui est ascendant dans la zone pateuse, et s’accumule dans la partie supérieure
de la cavité. Un cone de macroségrégation négative se développe, au contraire, dans la ré-
gion inférieure du systéme. La répartition de la composition finale du mélange dans le
cas 2, & 3000 secondes, est qualitativement comparable a celle que Voller et al. (1989) ont
obtenue avec des données correspondant au cas 1.

e Sensibilité des solutions au maillage

L’influence de la finesse du maillage est illustrée dans la Table 13 par les champs de porosité
a 100 secondes et de lignes de courant & 100 et 150 secondes dans les cas 2 et 3.

Le champ de porosité obtenu avec le maillage grossier (30 x 30, cas 2) posséde une forme
légérement plus irréguliére que dans le cas du maillage fin, & la frontiére délimitant la
zone pateuse et la région liquide (matérialisée par la ligne de porosité égale a 0,9). En
conséquence, les lignes de courant sont également irréguliéres, et on remarque trois petits
tourbillons au sein de la cellule solutale principale.

Dans le cas du maillage 60 x 60, les lignes d’isovaleurs de la porosité et les lignes de courant
possédent une forme plus réguliére, et un seul tourbillon solutal apparait au sein de la zone
pateuse a 100 secondes, avant de se diviser en deux cellules a 150 secondes.
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Table 10: Cas-test de Voller et al. (1989) : évolution de la porosité au cours du temps
Cas 1 : Bs = 0,025, maillage 30 x 30 Cas 2 : Bs = 0,25, maillage 30 x 30
= =
777777777777777777777777777777777777 0 s 0 s
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 03
0. 0.00625 0.6125 0.6188 0.025 0. 0.00625 0.6125 0.6188 0.025 0.01
Champ de porosité a 250 s Champ de porosité a 250 s
05 05
777777777777777777777777 0 6eeo 0 6eeo
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 034
0 0.00625 0 6125 0 6188 0.025 0 0.00625 0 6125 0 6188 0.025 001
Champ de porosité a 500 s Champ de porosité a 500 s
0101 e
0 0ets 0255

0 0.00625

0.0125 0.0188 0.025

0 0457

001

0 0.00625

0.0125 0.0188

01517

001

Champ de porosité a 3000 s

Champ de porosité a 3000 s
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Table 11: Cas-test de Voller et al. (1989) : influence de Bs sur l’écoulement

Cas 1: 5 = 0,025, maillage 30 x 30 Cas 2 : 85 = 0,25, maillage 30 x 30
0 025 0 025
e -5 SE-07 0 e -5 SE-07
0 o188H — 0 o188H —
-3.5E-07 -3 56-07
e —2.5E-07 e —2.5E-07
-1.56-07 -1.56-07
e —5.E-08 e —5.E-08
0.0125H SE8 0.0125H SE8
e 1 SE-07 e 1 SE-07
.00625H .00625H
T T T 1 T T T 1
0 0 0 00625 0 0125 0 0188 0025 0 0 0 00625 0 0125 0 0188 0025
Lignes de courant 8 200 s Lignes de courant 8 200 s
0.025r 0.025r
e | 8. 5E-08
0.0188H E— 0.0188H 6508
—1.6E-07 —4.5E-08
o1 4E-07 e —2 SE-0B
—1.26-07 1.5E-08
e —1_E-07 e 3. 5E-08
0.0125H _8c.08 0.0125H S orgs
o —6.E-08 e 7 . SE-08
—4.E-08
e —2.E-08
00625 00625
O T T T 1 O T T T 1
0.00625 0.0125 0.0188 0.025 0.00625 0.0125 0.0188 0.025
Lignes de courant a 500 s Lignes de courant a 500 s
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Table 12: Cas-test de Voller et al. (1989)

()

isovaleurs du champ —— —

Co

Cas 1: 5 = 0,025, maillage 30 x 30 Cas 2 : Bs = 0,25, maillage 30 x 30
0.025,
0.0177 0.4082
0.0188 ! 0.012 03412
§ 6 36E Q2742
3 6 9BE Q2072
0.0125 el 0.1402

D 00625) -~~~ e o Lo T |-

0.00625 0.0125 0.0188 0.025

0.00625

0.0125 0.0188 0.025

Macroségrégation a 500 s

Macroségrégation a 500 s

0.00625 0.0125 0.0188 0.025

0.0488

0.0375

0 0281

00188

9476

0.00625

0.0125 0.0188 0.025

0.598

0.5104

04228

03352

0.2477

Macroségrégation finale

Macroségrégation

finale

0.025
0.0188
0.0125¢ -

0625} -~ --- -~ /- - RN S o S GO W L A

0.00625 0.0125 0.0188 0.025

e 0046
| —0.0368
-0.0276
e -0 0184
-9 2E-03
e —1 86E-09
9 26-03
o 0.0184
0.0276
o 0. 0368
0046
e 0 046

0.025

0.0188

0.0125

00625

0.00625

0.0125 0.0188 0.025

e 0. 27
[ —0.184
-0.0%8
e -0 012
0074
o 0 16
D 246
o 0. 332
0.418
o 0.504
058

Macroségrégation finale

Macroségrégation

finale
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Table 13: Cas-test de Voller et al. (1989) : influence du maillage sur les champs de porosité
et de lignes de courant

Cas 2 : 85 = 0,25, maillage 30 x 30 Cas 3 : s = 0,25, maillage 60 x 60
0 025 \ \ 0 025 \7}
[ 01 om0 1
0 0188H 02 D o188l 02
03 03
[ 0. 4 e 0.4
0.5 0.5
—l —]
0.0125H 07 0.0125p 07
e 0. 8 e 0.8
09 09
.00625H 006251+
0 ) : : , 0 , X A
0 0 00625 00125 00188 0 025 0 0 00625 0 0125 00188 0 025
Champ de porosité a 100 s Champ de porosité a 100 s
0.025r 0.025
| —1.E-06 [ —4 . E-07
0.0188H — 0.0188f m—
—-8.E-07 -3.E-07
| —7 E-07 e —2 SE-07
O —6.E-07 —1.56-07
e 5 E—07 e —1_E-07
0.0125H s 0.01251 e
e —3 . E=07 e 5. E-08
—2.E-07 1.6-07
e 1. E~07
.00625H 3E-08 006251
e 6. E—08
[ 9 E-08
0 . : " ) 0 X : , A
0.00625 0.0125 0.0188 0.025 0.00625 0.0125 0.0188 0.025
Lignes de courant a 100 s Lignes de courant a 100 s
0.025r 0.025
0
| —5 . 5E-07 e — 4 1E-07
0.0188H [=—t-5E-07 o.0188lk |—3.556-07
-3.56-07 -3.E-07
| —2 SE-07 | —2 45E-07
~1.56-07 -1 9607
e 5 E—08 o 1 35E-07
0.0125H ] 0.0125 _8c.08
| 1 .SE-07 o —2 . 5E-08
3.E-08
]
00625 00625 14607
|1 4E 07
0 T T T Il 0 ly
0.00625 0.0125 0.0188 0.025 . 0.00625 0.0125 0.0188 0.025
Lignes de courant a 150 s Lignes de courant a 150 s
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I11.5 Conclusion

Une méthode numérique a été mise au point pour la résolution du modeéle macroscopique
de solidification des mélanges binaires.

Une attention particuliére a été portée sur la discrétisation de équations de masse, qui
s’avere délicate lorsque les phénomeénes d’échange interfacial sont pris en compte (Wang &
Beckermann, 1996b ; Tardy & Quintard, 1999) : un choix judicieux d’inconnues (produit
des concentrations et des fractions volumiques de phase) et d’algorithme (calcul simultané
de ces inconnues et de la fraction volumique solide) a permis d’obtenir une résolution stable
et conservative des équations de masse.

L’algorithme établi (Table 7) est une alternative au schéma & deux pas de temps qui a été
congu et appliqué jusqu’a présent pour la résolution des modéles multiphasiques (Annexe
C) de solidification des mélanges binaires (Wang, 1994 ; Wang & Beckermann, 1995, 1996b).

En abordant un premier cas—test (Voller et al., 1989), nous voulions avant tout tester
et démontrer la pertinence et la robustesse de la méthode numérique développée. La
solidification compléte du mélange binaire NH4C1(10%)-H20, dans une cavité carrée, a
été simulée. Les résultats illustrent les potentialités du modéle physique, au niveau du
couplage existant entre la macroségrégation et les structures d’écoulement.

Dans cette application, la méthode de fermeture des équations moyennées, développée dans
le Chapitre II, a été utilisée pour définir les coefficients d’échange massique des deux phases
du mélange. L’espacement primaire de dendrites A; est un parameétre physique du modele
macroscopique, qui intervient dans la définition de ces coefficents. L’influence de la valeur
de A1 sur la solidification devra étre examinée prochainement.

Une étude plus approfondie de I'influence de la finesse du maillage est également nécessaire.
Dans cette perspective, un travail de vectorisation du code de calcul est en cours, afin
d’optimiser les temps de calcul. Par ailleurs, 'influence du schéma du deuxiéme ordre
QUICK (Annexe F), que nous avons testé, jusqud présent, uniquement en convection
naturelle (Annexe G), pourra aussi étre examinée sur des calculs de solidification.

Dans des simulations numériques qui seront bientot effectuées, les lois de perméabilité
et de dispersion massique, obtenues par la résolution des problémes de fermeture, seront
utilisées. Cette exploitation du modéle macroscopique, physiquement plus fine, sera réalisée
sur des cas-tests permettant davantage de comparaisons quantitatives (Fellicelli et al., 1993
; Ahmad et al., 1998).
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Chapitre 1V
Conclusion

Cette thése est une contribution a la modélisation macroscopique des transferts de quantité
de mouvement, de masse et de chaleur, au cours de la solidification des mélanges binaires.
L’étude présentée porte sur la croissance des zones solide-liquide constituées de dendrites
colonnaires, en présence d’écoulement laminaire de liquide et en I’absence de transport de
la phase solide.

D’un point de vue théorique, I’étude a été motivée par le constat du caractére semi-
empirique des approches juqu’ici mises en ceuvre, dans I’établissement des modéles macro-
scopiques de solidification. La thése fournit, en effet, les éléments d’une discussion appro-
fondie sur I'importance relative des termes issus des méthodes de changement d’échelle, afin
de justifier la forme des équations macroscopiques de transport, et d’affiner la définition
des propriétés effectives de la zone pateuse.

Dans ce but, la méthode de prise de moyenne volumique, avec fermeture, nous a semblé
particuliérement adaptée a 'introduction des effets de la géométrie locale de la zone pateuse
(tortuosité), et des phénomeénes microscopiques (dispersion, échange interfacial), dans le
modéle macroscopique. L’établissement de problémes de fermeture, définissant chacune
des propriétés de transport effective, constitue de plus une approche originale, dans la
modélisation actuelle de la solidification des mélanges.

Le développement complet de ’établissement du modéle a été présenté dans le Chapitre
II du manuscrit. Aprés une description des hypothéses et des équations de tramsport
couplées, a 1’échelle des microstructures cristallines, la méthode de prise de moyenne a
été mise en ceuvre. Le changement d’échelle a été effectué dans le cadre de contraintes
géométriques précises, déja établies (Benihaddadene, 1997 ; Goyeau et al., 1997, 1999),
caractéristiques de la structure dendritique représentée par un milieu poreux & variations
continues de propriétés macroscopiques (hétérogénéité évolutive). Les équations de quan-
tité de mouvement, d’espéce et d’énergie ont été moyennées de maniére séquentielle, grace
& un découplage des différents problémes de fermeture. Ce découplage s’appuie en partie
sur I’hypothése négligeant les effets de la vitesse d’interface dans les problémes de ferme-
ture, mais aussi sur certaines approximations, clairement identifiées dans le développement
théorique du modéle. Les différents termes, apparaissant dans les équations moyennées et
dans les problémes de fermeture, ont été évalués a ’aide d’analyses d’ordre de grandeurs,
fondées principalement sur les contraintes d’échelles de longueur associées a la géométrie
dendritique a hétérogénéité évolutive.
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Un modéle macroscopique complet a été ainsi établi, décrivant les transferts de quantité
de mouvement, de masse et d’énergie dans un mélange binaire en cours de solidification.
Si ce modéle est fondé sur I'’hypothése classique d’équilibre thermique local, en revanche,
la description des échanges macroscopiques de masse est diphasique. Autrement dit, la
modélisation décrit les effets de diffusion microscopique d’espéce, a ’aide de coefficients
d’échange massique, dans les deux phases du mélange en cours de solidification. De ce point
de vue, le modéle étend les deux descriptions classiques de la régle du levier et du modele de
Scheil, habituellement utilisées dans la littérature. Cette approche permet alors de prendre
en compte les effets, parfois non négligeables, de diffusion microscopique d’espéce dans le
solide, et de surfusion solutale. Si cette extension n’est pas nouvelle en elle-méme, car
récemment introduite (Beckermann & Wang, 1995), la forme des termes d’échange trouve
dans la thése une justification théorique, alors qu’elle avait été établie précédemment d’une
maniére plus heuristique. En outre, les coefficients d’échange massique sont ici définis par
des problémes de fermeture. Etant donné la capacité de la méthode & prendre en compte la
tortuosité des dendrites, ainsi que 'intensité de 1’écoulement du liquide au sein de la zone
pateuse, cette approche est & méme d’améliorer la définition, habituellement analytique
ou semi-empirique, des coefficients d’échange massique des modéles de solidification des
mélanges. De méme, la dispersion massique et thermique est introduite dans la définition
de la diffusivité massique et de la conductivité thermique effectives. La tortuosité est
également introduite dans cette derniére. Jusqu’a présent, ces phénomeénes microscopiques
n’avaient pas été pris en compte dans les modéles de solidification, bien que la nécessité de
définir des tenseurs effectifs de diffusivité ait été parfois soulignée (Beckermann & Wang,
1995 ; Prescott & Incropera, 1996).

Une méthode numérique de volumes finis, bidimensionnelle, a été élaborée et mise en
ceuvre, pour la résolution du modéle macroscopique. Conscients de la complexité d’une
telle résolution, un choix réfléchi d’inconnues et d’algorithme a été fait, et argumenté d’une
maniére détaillée dans le Chapitre IIT du manuscrit. Une attention particuliére a été portée
sur la discrétisation des équations de masse, qui s’avére délicate dans les modéles décrivant
les transferts d’espéce interfaciaux. Cette difficulté est en effet reconnue, et attribuée a la
disparité des échelles de temps associées aux échanges de masse microscopiques (interfa-
ciaux) et macroscopiques (advection / diffusion—dispersion) (Wang & Beckermann, 1995 ;
Tardy & Quintard, 1999). Un choix particulier d’inconnues (concentrations superficielles)
et d’algorithme (calcul simultané de ces inconnues et des fractions volumiques de phase),
a permis d’obtenir une résolution stable et conservative des équations de masse. Deés
lors, ’algorithme établi se distingue des schémas & deux pas de temps, développés jusqu’a
présent pour la résolution des modéles macroscopiques, multiphasiques, de solidification
dendritique (Wang, 1994 ; Wang & Beckermann, 1996b).

Cette méthode numérique a été mise en ceuvre, pour simuler la solidification non eutec-
tique du mélange binaire NH4Cl (10%) -H20O dans une cavité. Pour aborder ce calcul, la
méthode de fermeture, développée dans le Chapitre I1, a été appliquée pour déterminer les
coefficients d’échange massique de la zone pateuse. La solidification compléte du mélange
binaire a permis de démontrer la pertinence et la robustesse de 'algorithme établi. Les
résultats illustrent le potentiel du modele physique, et le couplage existant entre les struc-
tures d’écoulement et la macroségrégation dans le mélange binaire : les calculs, effectués
pour deux valeurs différentes du nombre de Grashof solutal, ont conduit & I’observation de
deux structures d’écoulement différentes, associées & deux structures de macroségrégation
d’une nature et d’une intensité nettement distinctes. Une étude de sensibilité des solutions
a la finesse du maillage, qui a également été abordée, a révélé une certaine influence de
la taille des mailles sur les structures d’écoulement observées, ainsi que sur la régularité
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de la frontiére délimitant la zone pateuse et la région liquide du mélange. Nous pourrons
envisager d’affiner encore davantage les maillages, et ce travail nécessitera une optimisation
des performances du code numérique développé, au niveau des temps de calcul.

A partir du travail effectué, on peut envisager plusieurs améliorations et extensions de la
modélisation physique et de sa mise ceuvre numérique, ainsi que de multiples perspectives
nouvelles.

Les tenseurs de perméabilité, ainsi que le tenseur de diffusion—dispersion et le coefficient
d’échange massique de la phase liquide, ont déja été déterminés par la résolution des
problémes de fermeture établis sur une structure dendritique réelle. Ce travail, effectué
au laboratoire FAST d’Orsay, pourra se poursuivre, et le tenseur effectif de conductivité
thermique pourra étre calculé de la méme maniére. Ainsi, le modéle macroscopique pourra
étre exploité de maniére intensive, sur différents cas—tests permettant des comparaisons
quantitatives, et se confrontant aussi a I'expérience (Ahmad et al., 1998). Il sera bien-sir
intéressant de comparer les résultats numériques obtenus en utilisant des valeurs théoriques
des propriétés effectives, déterminées par la méthode de fermeture, et des lois physiques plus
classiques. En particulier, 'influence des lois de perméabilité, obtenues par les fermetures,
pourront étre confrontées 4 celle du modéle classique de Kozeny-Carman. La sensibilité des
résultats physiques a la prise en compte ou non de la dispersion pourra aussi étre examinée.
Par ailleurs, les difficultés associées a la simulation des phénoménes de refusion et de
réaction eutectique ont été expliquées dans le Chapitre III de la thése. Nous avons souligné
que notre approche de la refusion semble raisonnable lorsque ce phénomeéne demeure local
dans le temps et dans I'espace. Dans le cas ou les refusions s’étendent au contraire sur des
distances comparables 4 la taille macroscopique du systéme (formation de canaux ségréges),
une réflexion sera nécessaire, et la prise en compte de I’histoire de solidification pourrait
s’avérer nécessaire (Felicelli et al., 1991, 1993). La solidification eutectique, quant a elle,
ne pose des problémes que d’un point de vue algorithmique, et il sera bientdt possible de
Pintégrer dans la résolution du modéle.

Parmi les extensions envisageables du modéle physique, la prise en compte du transport du
solide apparait trés intéressante. Actuellement, la modélisation du transport de cristaux
équiaxes est fondée sur un formalisme d’enveloppe de dendrite, séparant les liquides inter-
et extradendritiques (Annexe C). Ceci peut notamment se justifier par des observations du
phénomeéne de consolidation de la phase solide, qui se produit pour des valeurs critiques de
la fraction de grain (rapport du volume occupé par I'enveloppe sur le volume du V.E.R.),
et non pas de la fraction volumique solide (Wang & Beckermann, 1996a). Deés lors, le
formalisme d’enveloppe, et la description triphasique des transferts macroscopiques de
masse qui en résulte (Annexe C), constituent une approche possible pour la prise en compte
du transport du solide. On notera ici que dans le cadre de cette approche, aucun modéle n’a
encore couplé les phénoménes de croissance colonnaire et équiaxe en présence d’écoulement
du liquide.

Dans le contexte des recherches en stireté nucléaire, dans lequel la thése s’inscrit, les expéri-
ences RASPLAV, réalisées en Russie par U'institut Kurchatov, étudient la phénoménologie
du bain de matériaux fondus (corium), que I’on pourrait trouver dans la cuve d’un réacteur
nucléaire dans une situation accidentelle (Wright, 1996). Des expériences a petite échelle
étudient la solidification d’un sel binaire simulant le corium (Asmolov et al., 1998) dans
une cavité, en présence de convection naturelle et d’'une génération interne de chaleur. Ce
projet fournit une base de données trés intéressante, adaptée aux caractéristiques actuelles
du modéle macroscopique. L'un des régimes étudiés, en effet, met en jeu la formation d'une
zone solide-liquide par une solidification non eutectique du sel. Le modéle est actuellement
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exploité au LECTA (Cadarache) pour simuler cette expérience, et une extension prochaine
de lalgorithme permettra de simuler les régimes qui mettent en jeu des réactions eutec-
tiques.

Dans les applications en matiére de stireté, envisagées a plus long terme pour le développe-
ment physique du code ICARE-CATHARE (Fichot et al., 2000), il est prévu de calculer
les transferts couplés dans le bain de corium de fond de cuve, avec génération interne de
chaleur et formation de crottes solides au voisinage des parois, voire également dans la
région située au sommet du bain. Outre la nécessité d’'une meilleure connaissance des pro-
priétés physiques des matériaux et des diagrammes de phase, cette application nécessite
également une extension du modeéle aux mélanges multi-composants. Il est & noter qu’un
modéle macroscopique, décrivant la diffusion microscopique de masse dans le solide, n’a
été appliqué que trés récemment & la solidification d'un alliage (& onze composants) dans
un lingot de grande taille (Gu & Beckermann, 1999). Comme le soulignent les auteurs de
cette étude, de telles applications peuvent évidemment nécessiter des temps de calcul trés
importants. De plus, dans ce type de mélange, la forme complexe des relations d’équilibre
thermodynamique (température / concentrations) peut favoriser la formation d’une phase
solide dispersée (Schneider & Beckermann, 1995a). La modélisation du transport du solide
se poserait alors d’'une maniére accrue. Enfin, I'une des principales difficultés, posées par
le probléme du bain de corium, réside dans le régime turbulent de 1’écoulement de con-
vection naturelle. En effet, malgré quelques études (Prescott & Incropera, 1995 ; Thomas
et al., 2000), la turbulence n’a regu que peu d’attention dans la modélisation actuelle de
la solidification des mélanges (Prescott & Incropera, 1996).
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Annexe A
La méthode de prise de moyenne volumique

Pour établir les équations de conservation macroscopiques décrivant les transferts de masse,
de chaleur et de quantité de mouvement, nous utilisons la méthode classique de prise de
moyenne volumique (Gray, 1975 ; Carbonell & Whitaker, 1984). Cette annexe propose
une description des aspects techniques de cette méthode. Pour I'utilisation des moyennes
pondérées et des produits de convolution, on peut se référer & Marle (1982), ainsi qu’a
Quintard & Whitaker (1994d,c,b).

Définitions
On considére une grandeur physique 1 supposée continue dans chacune des phases s et £

d’un systéme :

_ | %¢ dans la phase £
v= { s dans la phase s (A.1)

Dans (A.1), ¥y et 15 sont définis de sorte que :

{ 1y = 0 dans la phases (A2)

s = 0 dans la phase £

La méthode consiste & moyenner 1 dans un volume élémentaire représentatif (V.E.R.) du
systéme diphasique considéré :

Figure A.1: Volume Elémentaire Représentatif d’un systéme diphasique f—s
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On définit alors les volumes suivants :

vV : volume du V.E.R.
Vy : volume de la phase £ présente dans le V.E.R.
Vs : volume de la phase s présente dans le V.E.R.

Les fractions volumiques des phases £ et s sont respectivement définies par :

Ve Vs
= — s = — A
On définit deux types de moyenne de la quantité 1, dans la phase £ :
— La moyenne volumique de phase :
1
(o) Ix= = | Ye(x+y) dVy (A4)
Vv
— La moyenne intrinséque volumique de phase :
‘ 1
(We)" k=7 | ve(x+y) dVy (A.5)
LIV,

La notation dVy est utilisée pour indiquer que 'intégration se fait par rapport a la variable
y (figure A1.1).

Il est important de noter que ces deux types de moyenne sont calculées au centre x du
V.E.R. Toutefois, pour alléger I’écriture, on utilise les notations simplifiées :

1
(o) = 3| %edV  (q)
7
(A.6)
1
(o)t = 3 | wedv (0)
A7)
(1) et (W)l sont par ailleurs reliées par la propriété suivante :
0
(o) = eo{tbe) (A7)
Chaque grandeur physique 1 (densité, vitesse, pression, température, concentration, ---)

est décomposée selon Gray (1975) en sa partie moyenne (1hg)* et sa partie fluctuante notée

(7
e = ve(tpe)" + e (A.8)

ou -y désigne l'indicateur de la phase £, défini par :

e = { 1 dans la phase £ (A.9)

0 dans la phase s
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Théorémes

Pour la prise de moyenne des équations de conservation, on utilise les deux théorémes
suivants (Gray, 1975) qui relient la moyenne volumique de phase des dérivées partielles
spatiale et temporelle aux dérivées partielles de la moyenne volumique de phase. Pour la
démonstration de ces théorémes, on peut se référer & Marle (1967), ainsi qu’a Whitaker
(1969).

o\  O(wy) 1
< axz > - axz + v Azsnﬁsi"pﬁ dA (a) ( )
A.10
o\  O(y) 1
< ot > T~ oV Ags%'w“w )

ou z; est l'une des trois variables d’espace, wy, est la vitesse d’un point de l'interface, et
nys le vecteur normal & l'interface, de composantes nys;, orienté de la phase £ vers la phase
s.

Propriétés

La prise de moyenne d’une équation de transport conduit également & utiliser les trois
propriétés approchées suivantes :

— Pour moyenner un terme de transport, on utilise la relation :
¢ ¢ ¢ T~ 0
Welevele) Ix = W0 Ix(ve)" |x + el Velr) Ix (A.11)

~ £ . .
ou vy est la vitesse de la phase £, et (y,vy) représente la dispersion de 1, (Bear
& Bachmat, 1984), c’est—a—dire le transport des fluctuations de 1 par ’écoulement
microscopique dans la phase £.

Cette propriété est généralement admise dans le cadre de la contrainte :

(%")2 < % (A.12)

qui est vérifiée dans les milieux poreux homogeénes (Carbonell & Whitaker, 1984).

Cependant, Benihaddadene (1997) a étudié des structures dendritiques schématiques,
présentant des variations continues de porosité (hétérogénéité évolutive). Dans le cas
ol ces variations sont modérées, il a montré que ’approximation (A.11) reste valable,
dans le cadre de la contrainte :

(T—O)Z <u (A.13)
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— La prise de moyenne d’un terme de diffusion conduit & utiliser les deux approxima-
tions suivantes :

[ me- Ve da =~ (Ve Vo' (A14)
Ags
o [ et da = (Ve () Is (4.1
Ags

Si ces deux propriétés ont été souvent qualifiées de théorémes (Gray, 1975), ce sont
en réalité des approximations, dont la validité dépend de la géométrie du milieu
diphasique considéré (Quintard & Whitaker, 1994c, ; Goyeau et al., 1997, 1999).

Voici la démonstration de (A.15), telle qu’on peut la trouver dans les quatre références
précédentes, qui traitent de le prise de moyenne des équations de Stokes en milieu
poreux.

Dans lintégrale de surface de (A.15), la quantité (1hg)* est évaluée au point courant
r (figure A.1). Comme on souhaite exprimer toutes les moyennes au centre x du
V.E.R., on développe ()" |+ en série de Taylor autour de (t)¢ |x :

Wolle = W'l +y Vil +5yy - VY@ Lt (A16)

oly=r—X.

D'ou :

[ nattlad = (5[ neda) @t +(i/ n dA)-vw)V\

% Alsnls ?) |r = % Aesnés ) 1x % " sy ?) 1x
1/1
+5 (—/ nesyydA> PV () |+ (A.17)
2\V A,

Or,

1
— le terme (V / Tyg dA) est donné par le théoréme (A.10a), appliqué pour
AEs

Yo =1 :
1
— ngdA = —Veg (A.18)
V Ags
— Goyeau et al. (1997, 1999) ont montré que les termes :

1 1

7 [ mevaa, g [ neyyaa,e (4.19)

V Ags V Ags

appelés moments géométriques, sont petits devant 1'unité dans des structures
dendritiques schématiques et réelles, toutes deux caractérisées par la contrainte
d’échelles de longueur :

by <ro<L (A.20)

Par conséquent, en négligeant les moments géométriques et en utilisant (A.18) dans
(A.17), on obtient la propriété (A.15).

Une démonstration, tout a fait analogue a la précédente, permet d’établir la propriété
(A.14).
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Annexe B :
Modéles de perméabilité des zones dendritiques
colonnaires

Cette annexe décrit le modéle de Kozeny—Carman, dans ses variantes isotropre ou anisotrope,
qui est largement le plus utilisé pour représenter la perméabilité des zones dendritiques
colonnaires.

1. Définition du modéle de Kozeny—Carman

Dans la théorie de Kozeny—Carman, le milieu poreux, homogéne et isotrope, est assimilé
a un arrangement de tubes capillaires de longueurs égales (Bear, 1972). La perméabilité
K s’exprime alors en fonction de la porosité e, selon I'équation de Kozeny—Carman (Bear,
1972) :

3
€y

K = Ky ———
*(1—e)

(B.1)

ol la constante géométrique Ky s’exprime en fonction de la surface spécifique par unité de
volume du solide M, :

A
MS = VS = 8;1Av (a)
(B.2)
1

Si 'on définit une taille moyenne de particule d,,, = 6/Mjs, qui représente le diamétre
d’une sphére hypothétique de méme surface spécifique que le milieu poreux considéré, la
constante Ko s’exprime également sous la forme :

dp,

180 (B.3)

Ky =

2. Application aux zones dendritiques colonnaires
2.1 Version isotrope du modéle

L’équation de Kozeny—Carman (B.1) a été trés souvent utilisée dans les modeéles macro-
scopiques de solidification dendritique (Beckermann, 1987 ; Bennon & Incropera, 1987a;
Ahmad et al., 1998). Pour cela, certains auteurs déterminent la constante K selon (B.3)
(Precott & Incropera, 1991 ; Prescott & Incropera, 1994 ; Schneider & Beckermann, 1995b),
ou d,, est remplacé par des valeurs expérimentales de ’espacement secondaire de dendrite
A2 (Nasser-Rafi et al., 1985). Pour le mélange binaire Pb—Sn, la valeur caractéristique de
Ky est alors de l'ordre de 10~ m?. Parfois, la constante K est plutot reliée, a partir de
déterminations expérimentales ou numériques de perméabilité, a I’espacement primaire de
dendrite A; (Schneider et al., 1997 ; Gu & Beckermann, 1999).
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2.2 Version anisotrope du modéle

Plusieurs expériences ont nettement montré la nature anisotrope des zones dendritiques
colonnaires (Nasser-Rafi et al., 1985 ; Poirier, 1987). C’est pourquoi Poirier (1987) a
établi, & partir de mesures expérimentales de perméabilité, dans la zone pateuse colon-
naire d’'un mélange Pb—Sn, un modéle anisotrope dérivé du modéle de Kozeny—Carman.
L’établissement de ce modéle est ici résumé. Une extension de ce modele (Schneider &
Beckermann, 1995b) est également décrite.

e Modéle de Poirier (1987) :

— Permeéabilité pour I’écoulement paralléle aux axes primaires de dendrites,
//
K

La constante de Kozeny K| est exprimée sous la forme :

Ky, = C.D? (B.4)

ou D est une dimension caractéristique de la phase solide, qui est supposée étre reliée

A gy et A1 de la sorte :
D 2
1— ~ — B.5
o« ~ (3) B3

et C1 est déterminée en fonction de gy, & partir des mesures expérimentales :

C1 = 4,53.107* +4,02.1075 (¢, +0,1) ° (B.6)
— Permeéabilité pour 1’écoulement normal aux axes primaires de dendrites,
K :

K s’exprime & nouveau sous la forme :

Ky = CoD? (B.7)

ol la dimension caractéristique du solide D est supposée étre liée a €4, A\; et Ao par

I’'expression :
D m
AP

ol b est une constante.

Alors, I’équation de Kozeny—Carman (B.1) donne la corrélation suivante :
py P 3
K* = O (—1> by R (B.9)

oun = 2(m — 1) /m. Une régression multilinéaire, sur les données expérimentales,
a permis de déterminer les valeurs n = 0,749 et p = 1,09
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Finalement, le modéle de Kozeny—Carman anisotrope de Poirier (1987) se résume ainsi :

3
K’ = [4,53.10*4+4,02.10*6(sg+0.1)*5] z2 1846 (a)
— &L
B.10
L s )\1 1,09 ) 6% ( )

On peut constater que les écoulements paralléles aux axes primaires de dendritres ne sont
pas influencés par la valeur des espacements secondaires (Nasser-Rafi et al., 1985 ; Goyeau
et al., 1999). En revanche, les valeurs de A1 et de Ay ont une influence a peu prés équivalente
sur les écoulements normaux aux axes primaires de dendrites.

e Modéle de Schneider & Beckermann (1995b) :

L’une des limites du modeéle précédent, outre son caractére semi-heuristique, réside dans
la gamme restreinte de porosité [0,19; 0,66] & partir de laquelle il a été établi. En effet, la
fragilité des cristaux empéche les mesures de perméabilité pour des porosités supérieures.
Ceci a motivé le développement de méthodes de calcul numérique de perméabilité (Ganesan
et al., 1992 ; Bhat et al., 1995 ; Goyeau et al., 1999). Ces simulations ont d’ailleurs montré
que le modéle anisotrope de Poirier (1987) sous—estimait la perméabilité dans les régions
de porosité importante.

Par ailleurs, Ganesan et al. (1992) ont constaté un excellent accord entre leurs résultats
numériques et les corrélations analytiques, pour des écoulements paralléles & des arrange-
ments triangulaires ou carrés de cylindres de révolution (Drummond & Tahir, 1984), pour
€ >0,7.

C’est pourquoi Schneider & Beckermann (1995b) ont construit un modéle anisotrope, qui
combine le modéle de Poirier (1987), pour les porosités inférieures a 0,7, et les corrélations
analytiques pour les écoulements paralléles (Drummond & Tahir, 1984) et normaux (San-
gani & Acrivos, 1982) a des arrangements de cylindres. Le modéle anisotrope de Schneider
& Beckermann (1995b) a pour expression :

(B'loa') , €0 <0,7
K// —
0,07425 A2 [—m (1—e¢) = 1,487 +2(1—e¢) —0,5(1 — 56)2] e >0,7
(B.11)
(B.10b) , €0<0,7
+ —
) 0,03979 X2 [—in (1 —g;) — 1,476 + 2 (1 — &) , €0>0,7

—1,774 (1 — &¢)> 4+ 4,076 (1 — &;)]

Dans ce modéle, un saut de perméabilité, environ d’un facteur 100, se produit a ¢, =0, 7.
Les calculs de Ganesan et al. (1992) ont mis en évidence une transition dans 1’évolution
spatiale de la perméabilité, dans la direction paralléle aux axes primaires de dendrites,
pour ¢¢ = 0,65 . Cependant, cette transition ne peut étre que continue, et Schneider &
Beckermann (1995b) reconnaissent eux—mémes que l'utilisation d’un saut, dans la loi de
perméabiblité, n’est pas physiquement réaliste.
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De plus, il est notable que K > KL, et 0,5 < KL/K// < 0,6 lorsque g > 0,7 . Bien que
ce rapport soit modéré, Yoo & Viskanta (1992) ont toutefois montré qu’une faible valeur
de ce dernier pouvait avoir un effet important, sur les structures d’écoulement, ainsi que
sur la nature et l'importance de la macroségrégation.

D’autres modéles semi—empiriques, mais plus anciens, sont également décrits par Prescott
& Incropera (1996). Parmi les modeéles les plus élaborés, on peut également mention-
ner celui de Felicelli et al. (1991), qui combine les régressions multilinéaires et le modele
d’Hagen-Poiseuille de Poirier (1987), aux corrélations analytiques relatives aux cylindres
(Sangani & Acrivos, 1982 ; Drummond & Tahir, 1984), suivant les valeurs de la porosité.
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Annexe C :
Coefficients d’échange massique des modéles de
solidification dendritique

Les termes représentant 1’échange de masse dans la phase k (= £, s), di a la diffusion et & la
convection, a travers l'interface solide-liquide, sont exprimés a ’aide d’une loi constitutive
(Ni & Beckermann, 1991) :

1 «
v prDkny - VCr dA = prhpy, (Ck - <Ck>k) (C.1)
Als

ol by, est un coefficient d’échange massique, exprimé en fonction de la surface spécifique
A, (aire de l'interface par unité de volume) et d’une longueur microscopique de diffusion
solutale , ¢y :

Dy,

v (C.2)

hmk -

Dans les différents modeéles macroscopiques, décrivant le non—équilibre massique (Becker-
mann & Wang, 1995), h,,, est alors obtenu par les déterminations analytiques de A, et de
by, .

1 Modéles diphasiques

Dans les modéles diphasiques, qui s’appliquent & la solidification dendritique colonnaire
(Schneider & Beckermann, 1995a; Schneider et al., 1997 ; Gu & Beckermann, 1999), les
liquides inter— et extradendritiques constituent une phase unique, complétée par la phase
solide dans chaque volume de controle.

Schneider & Beckermann (1995a) adoptent la démarche d’Ohnaka (1986) : ils considérent
une représentation plane monodimensionnelle des branches secondaires de dendrites. En
supposant, de plus, que les profils microscopiques de concentration sont paraboliques, la
détermination de £ et de A, fournissent une expression analytique du coefficient d’échange
massique de la phase solide :

D 12
b, = -~ — (C.3)
m )\% Es
Dans ces modeéles diphasiques, compte tenu de I'importance du rapport de la diffusivité du
liquide sur celle du solide (typiquement de I’ordre de 10* dans les alliages métalliques), le
liquide est supposé parfaitement mélangé dans le volume de controle. Ceci signifiant que
le coefficient d’échange de la phase liquide est infini, il n’est donc pas défini.

L’approche diphasique a également été utilisée pour la solidification globulaire (cristaux
sphériques, non dendritiques), en régime de diffusion pure (Feller & Beckermann, 1993),
ainsi qu’en présence de convection (Ni & Beckermann, 1993).

Dans cette derniére référence, des coefficients d’échange massique et thermique sont définis
dans les deux phases du mélange binaire considéré. Pour le solide, ’hypothése de profils
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paraboliques de température et de concentration, a 1’échelle des grains, est également adop-
tée, et permet de déterminer les coefficients d’échange. Dans la phase liquide, ces derniers
proviennent des corrélations expérimentales de Rowe & Claxton (1965), qui correspondent
& des arrangements de sphéres.

2 Modéles triphasiques

L’approche triphasique a été initialement introduite par Rappaz & Thévoz (1987a,b),
dans un modéle microscopique décrivant la nucléation équiaxe en régime de diffusion. Le
mélange binaire est constitué de la phase solide (s) et des liquides inter— (d) et extraden-
dritiques (£). Ces derniers définissent deux phases distinctes, séparées par l’enveloppe de
drendrite (surface tangente aux sommets de dendrites, figure C.1).

Par la suite, cette approche a été étendue aux modes mixtes de solidifcation (colonnaire et
équiaxe), en régime de diffusion pure (Wang & Beckermann, 1992, 1993, 1994), puis a la
nucléation équiaxe en présence de convection (Wang, 1994 ; Beckermann & Wang, 1995 ;
Wang & Beckermann, 1996a,b), dans des modéles macroscopiques.

Les expressions analytiques des coefficients d’échange massique, utilisés dans ces modéles,
ont été établies par Wang (1994). Elles sont ici résumeées, pour les régimes de solidification
diffusifs et convectifs.

2.1 Solidification en régime de diffusion

Le coefficient d’échange massique de la phase solide, h,,, est déterminé selon la méme
procédure que celle décrite pour les modéles diphasiques (représentation plane monodi-
mensionnelle des branches secondaires de dendrite, profils de concentration paraboliques a
I’échelle microscopique).

Le liquide interdendritique (d) est supposé parfaitement meélangé, et le coefficient n’est
donc pas défini pour cette phase.

En revanche, le non—équilibre massique est décrit dans le liquide extradendritique (£), par
le coefficent hy,,, défini selon (C.2). Ce coefficient est déterminé analytiquement par la
méthode suivante :

— La surface spécifique de l'enveloppe est calculée en considérant un cylindre équivalent,
ou une sphére équivalente, associé & une dendrite colonnaire ou équiaxe, respective-
ment, occupant le méme volume que la dendrite.

— La longueur microscopique, associée a la diffusion solutale dans le liquide extraden-
dritique, est calculée par une résolution analytique de 1’équation de la diffusion,
supposée stationnaire dans un repére lié & 'enveloppe.

Les coefficients d’échange massique de Wang (1994), ainsi obtenus pour les régimes diffusifs,
sont résumés dans la Table C.1.

Dans celle-ci, Pe désigne le nombre de Péclet solutal, associé & la croissance de 'enveloppe :

 WheRy
Pe = Dy (C.4)
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B, hm, (extra-dendritique)
Dendrites D, 12 (1—e0) D, 27" (1 — ) Y2 Pe
colonnaires A3 Es Y D, Fy (g, Pe)
. 4_\2/3
Dendrites D 12(1 —¢gg) Dy 3(3m) (1—eg)?? Pe
équiaxes A3 Es n=2/3 &, ¢ F, (¢, Pe)

Table C.1:  Coefficients d’échange massique en régime de diffusion : modéle de Wang
(1994)

ot W, est la vitesse de croissance moyenne de ’enveloppe, alors que Ry désigne le rayon
final du cristal (Rappaz & Thévoz, 1987a), relié & A1, pour les cristaux colonnaires, ou au
nombre de grains par unité de volume n, pour les cristaux équiaxes. Wang (1994) utilise
le modeéle de nucléation instantané de Stefanescu et al. (1990) pour déterminer n.

®, est un rapport de forme (aire du cylindre ou de la sphére équivalente sur l'aire de
Ienveloppe réelle du cristal, quantité toujours comprise entre zero et 'unité), qui toutefois
est souvent proche de 'unité (Wang, 1994).

Les fonctions F} et Fy proviennent de l'expression des longueurs microscopiques de diffu-
sion, et s’expriment en fonction de Pe et de ¢4 :

9 P . 1/2
Fi(ep,Pe)=1— —exp [76 (1—e)”?* In(1- 81)] / T exp [—Pe (1-¢)"° In :c] dz
(

Ey 1_52)1/2
1 . \2/3
Fy(er,Pe)=1- iexp [—Pe(l - 51)1/3] / 2% exp IM] dx
E¢ (1—,)1/3 x

Il est important de noter que les corrélations analytiques de la Table C.1 ont été établies
dans le cas o W, est petite devant la vitesse de diffusion solutale & I’échelle microscopique
(Wang, 1994).

Afin de fermer I’expression de ces coefficients d’échange, la vitesse de croissance moyenne

de ’enveloppe Wy est reliée au champ de concentration macroscopique. Pour cela, la

croissance de l'enveloppe est supposée étre gouvernée par celle du sommet de dendrite.

Whe est donc reliée au nombre de Péclet de sommet de dendrite, Pe; = V}Rf/2Dg, Vi

désignant la vitesse du sommet. Sil’on suppose que ce dernier croit dans des conditions de

stabilité marginale, on peut établir la loi cinétique suivante (Wang & Beckermann, 1992) :
Dym(k—1)C;

Wye = = P} (C.7)

oum = 1/My et k = My/Mj; est le coefficient de ségrégation, défini pour les diagrammes de
phase linéarisés. C} est la concentration de l'enveloppe (supposée uniforme), I' le coefficient
de Gibbs-Thomson (Kurz & Fisher, 1989).
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Enfin, pour les régimes de diffusion, Pe; peut étre relié a la supersaturation solutale €2
(non—équilibre massique adimensionné, force motrice de la croissance) :

O —(Cy)*

0 _€ NTr
Cr(1—k)

(C.8)

par la fonction d’Ivantsov Iv (Pe; = Iv~!(Q), Kurz & Fisher, 1989). Cette fonction
représente, en effet, la solution exacte du probléme de la diffusion dans ¢, autour d’une
dendrite d’enveloppe parabolique, en ’absence de diffusion dans le solide.

2.2 Solidification en régime de convection dominante

Pour ce régime, des coefficients d’échange massique ont été définis par Wang (1994), unique-
ment dans le cas de la nucléation équiaxe.

Pour la phase solide, la définition de h,,,, donnée dans la Table (C.1), reste bien—sir
utilisable.

Le liquide interdendritique est toujours supposé parfaitement mélangé. En revanche, le co-
efficient d’échange massique, associé au liquide extradendritique, est défini selon (C.2). La
longueur de diffusion microscopique dans cette phase, £¢4, est liée au nombre de Sherwood
local :

sh = de (C.9)
og

ol d, est le diameétre de la sphére équivalente associée au grain équiaxe.

Par ailleurs, Agarwal (1988) a établi la corrélation suivante, pour les échanges de masse
fluide / particule, fondée sur une analogie entre les transferts de masse et de quantité de
mouvement (analogie coefficients d’échange / coefficients de frottement) :

Cpe\ /3
Sh = 2+40,6 ( ;) Pe?/3 (C.10)

8¢ey
ol Pe, est le nombre de Péclet multiphase :

Ey H Vy — Vg || de
D,

Pe, (C.11)

et Cpe est un coefficient de frottement, qui peut étre relié & ¢, et & Pe. par des lois
empiriques (Wang, 1994).

Finalement, pour obtenir ’expression du coefficient d’échange massique, associé au liquide

extradendritique :

DéAve
b

B, (C.12)

il suffit de combiner (C.9)-(C.11) aux expressions de la surface spécifique de ’enveloppe,
Aye, et du diametre d. de la sphére équivalente, en fonction de la fraction volumique du
liquide extradendritique, &4, et du nombre de grains par unité de volume, n (Wang, 1994) :

4 \1/3
Aye = 3(1—gp)3 (gm) (C.13)
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6 = |0z - (C.14)

()

Envel oppe (1)

e N

(d) (s)

(s)
(d)

Figure C.1: Modélisation triphasique des zones dendritiques colonnaires ou équiaxes
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Annexe D
Prise de moyenne du flux d’enthalpie associé a la
diffusion de masse

11 s’agit de moyenner la quantité <H iJ }c> afin de démontrer l'expression (11.4.11).

Pour cela, on considére la propriété (A.11), valable dans le cadre des contraintes (A.12) ou
(A.13), et appliquée & une quantité 1), transportée par la vitesse vy de la phase k :

Wevi) = er W) (Vi) + e (PrVe)® (D.1)

Le flux de diffusion massique J }C s’exprime en fonction de la vitesse barycentrique vy, de
la vitesse absolue v’ et de la densité partielle pi* de ’espéce 4 dans la phase k :

ch = (vki - vk) (D.2)
Dés lors, les fluctuations de vitesses vérifiant 1’estimateur classique :
W= 0(wh) , wo= o) (D3)
on a aussi :

Ioo= o(@y) (D.4)

Ainsi, J¢ dans (HJ%) jouera le role de v, dans ’équation (D.1).

De plus, on a établi Uestimateur de H (11.4.33) :

H =0 ( % <Hi>k> (D.5)

et H peut donc jouer le réle de la quantité v, dans (D.1) (1 vérifie un estimateur analogue
a D.5).

On a donc :
(H'TY) = ex (BT + e (HT)) (D.6)

Il s’agit & présent de trouver les expressions (J)¥ et jz On introduit d’abord la loi de
Fick :

Ji. = —mDeVC (D.7)

Alors, en négligeant les variations de pg et Dy dans le V.E.R., ainsi que les moments
géométriques, la prise de moyenne de Jj, est classique :

. ) 1 ~.
(Jk) = —peDy (e;cwc,g)’c + 5 /A n,C} dA) (D.8)

Ls
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Pour calculer J 2, il suffit de considérer la décomposition de Gray de J }c :

~ . .

I = T — w@)* (D.9)
ainsi que celle de C}, dans (D.7), et (D.8) pour obtenir :

~i ~. 1 ~.
T, = —pDpVCi + A prDpnyCL dA (D.10)
kJ A,

Finalement, ['utilisation de (D.8) et (D.10) dans (D.6) permet de conclure :

(H'JL) = —eppDp(H)FV(CL)F

— kak<Hi>k l/ nkéfc dA
V Ags
(D.11)

— expp Di(H'V G}

-~ 1 - k
+ :E'kpkl)k<llfZ —/ ’nkCIZC dA>
VieJ Ay,
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Annexe E

Is et A’UO,

Imailres usue

* s

Propriétés des mélanges b

(L66T) ‘I 72 zoTezuOn) : [9] (7661) viodomouy 29 1900801 :  [g]

(¢66T) nseg 2 ySurg  : [g]  (qL86T) erodorour 23 uouuog : [g]

(6861) oystg 23 zmy : [p] (6861) Toysyg 2 zmy [}

) ¢ 00¢ 29 o‘og | ol 0N

6—0T'0°T | 71—0T'8‘F 0¢ 09 €6l q) gLz | gl O %T —od

6-0T'0°C | ¢—0T'0E 6 012 080T 0811 Les | vl no %z 1V

6—0T°G°T - 91 Ve 65T el o‘cc | gl ug %61 — qd

60’8V - 8970 €6€°0 052€ 08T ¥1e | lel O%H %0 - IDVHN

6-0T'€‘T - €220 62T 0 020¢ 0061 997 | 1] HOV %T — NDS
(rosgu) | (s gmw) | (oo 3rM) | Gowr o SEM) | (30,2800 | (30 2900) | (33/0)

'a a 4% Y ) o) ‘ov

Table E.1: Propriétés des mélanges binaires usuels et d’UOq
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Annexe F
Schémas utilisés dans la méthode numérique

Si ’on suppose que chaque inconnue principale ® est uniforme par volume de controle
(figure F.1) dans l'expression des termes d’accumulation et des termes sources (Patankar,
1980), ’intégration d’une équation du modéle macroscopique (Table 6) sur un
volume de controéle V s’écrit sous la forme générale (en notant V = (v,)*) :

9, (rtq>)+17{ n-(rdV) dS = 17{ - (DV®) dS + S (F.1)
V )% v oy

La discrétisation spatiale et temporelle de (F.1) est décrite dans cette annexe.

e Les termes d’accumulation d’une inconnue principale ® sont discrétisés par le schéma
d’Euler implicite, qui posséde une précision du premier ordre. La dérivée temporelle de
® 3 linstant t"*! est approchée par I’expression :

(Tt(I))n-l-l . (,rté)n

{81: (th))}n+1 ~ At

(F.2)

ou At = ¢" 1 — ¢,

e Les flux de diffusion a travers une face donnée sont obtenus par une interpolation
linéaire des grandeurs de ® aux nceuds voisins de cette face (Patankar, 1980). L’expression
qui résulte de cette hypothése est le schéma aux différences centré :

O — @
/n-(FV(IJ) dS ~ T.—&

e o), o (F3)

La valeur du coefficient de diffusion I', sur la face e est évaluée par la moyenne harmonique
de I' aux neeuds voisins de cette face.

Dans le cas particulier des grilles uniformes, ce schéma posséde une précision du deuxieme
ordre. Pour les maillages non uniformes et lorsque les nceuds se situent au centre des
volumes de contrdle (nous utilisons cette convention pour les nceuds scalaires), ce schéma
est formellement du premier ordre. Toutefois, sa précision devient proche de celle d'une
approximation du deuxiéme ordre lorsque le maillage non uniforme est suffisamment raffiné

(Ferziger & Peri¢, 1999).

e Les flux convectifs & travers une face e :

F, = /n-(rc<I>V) as (F4)

€

sont approchés par ’expression :

F, ~ (re), (Vg), ®eSe (F.5)

ou le coefficient (r.), est évalué sur la face e par la moyenne harmonique de ses valeurs
aux neeuds voisins de cette face.
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yT (),
-+
W = (V) E EE
O @) 4»6 @) O
CDW * ® Se CDE EE

\J

I x

4

Figure F.1: Volumes de controles (V) et neeuds scalaires (P) dans la direction x
P, est évaluée par 'un ou l’autre des deux schémas suivants :

— Dans I’équation de quantité de mouvement, @, s’obtient par le schéma amont
du premier ordre (e désignant alors une face d’un volume de contréle « décalé »
et P, E les noeuds vectoriels voisins de cette face, Patankar, 1980):

® si (Vg),>0
P, = (F.6)
P si (VSU)e <0

— Pour les équations de transport d’espéce dans le liquide, et d’énergie, le
choix est laissé a 1’utilisateur du code entre le schéma amont du premier
ordre précédent, et la méthode suivante du deuxiéme ordre (Leonard &
Drummond, 1995) :

F, :1&>+[ﬂ”—ﬂﬂp (F.7)

ou les exposants (1) et (2) représentent une approzimation amont du premier ordre, et
une expression obtenue par un schéma du deuzieme ordre, respectivement. L’exposant
p désigne une quantité évaluée a l’itération précédente de la boucle (p) dans la méthode
itérative permettant de calculer les différentes inconnues & un instant donné (Table
7).

Cette méthode permet de conserver la stabilité du schéma amont du premier ordre,
les matrices possédant une structure de diagonale dominante.

A la convergence, la contribution du schéma amont du premier ordre disparait, et la
solution est identique a celle obtenue par le schéma du deuziéme ordre. De plus, le
terme source (entre crochets) étant petit par rapport au terme implicite, il n’affecte
pas la convergence de maniére significative (Ferziger & Peri¢, 1999).

De méme qu’'Hayase et al. (1992), nous avons choisi de calculer I’expression du deux-

iéme ordre Fe(2) a l'aide du schéma QUICK (Quadratic Upwind Interpolation for
Convective Kinematics) : la quantité @, de (F.5) a pour expression (Ferziger & Peri¢,
1999)

CI)—i—gl (CI)EE —(I)) + g2 ((I)—wa) si (Vcc)e > 0
o, = (F.8)
Pp 4 g3 (P — @) + 94 (Pe — Pgr) si (Ve), <0
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g = (te — wp) (Te — TW) o = (ze — zp) (TE — Te)
(z — zp) (z5 —zw) (zp — zw) (zE — zW)
(F.9)
. (xe - $E) (-'Ee - -'EEE) . (fEe — IEE) ((Ep — .’L‘e)
gs = y g4 =

(-'L'P - -'L'E) (‘TP - wEE) (-TE - xEE) (wP - -TEE)

Ce schéma amont du deuxiéme ordre s’obtient en approchant le profil de ® par un arc
de parabole passant par les points P, E et W (respectivement EE) lorsque (V,), >0
(respectivement (V,), < 0).

L’erreur de troncature associée & ce schéma est du troisiéme ordre. Cependant,
lorsque l'intégrale de surface F, est évaluée par le produit de 'intégrande au centre
de la face e et de aire de la face S, (F.5), ’approximation (F.8) produit des solutions
dont la précision est globalement du deuziéme ordre (Ferziger & Peri¢, 1999).

Finalement, ’approximation (F.8) de ®. est utilisée dans 1’expression ex-
plicite du flux convectif F? de (F.7).

Pour un traitement efficace des conditions aux limites, associé a ce schéma, nous avons
utilisé les expressions décrites par Hayase et al. (1992) qui possédent une précision
du troisiéme ordre.

Comme la plupart des schémas amont d’ordre élevé, QUICK peut produire des so-
lutions spatialement oscillantes au voisinage des fronts (Hirsch, 1998). Lorsque ce
schéma est utilisé de maniére explicite selon (F.7), Leonard & Drummond (1995)
proposent 1’utilisation d’une technique de limiteur de fluz, facile & mettre en ceuvre :
si la valeur de Fe(® sur une face donnée, initialement calculée au moyen du schéma
QUICK, produit une solution localement oscillante, cette valeur est remplacée par
une approximation du premier ordre qui supprime les oscillations. Cette stratégie est
d’ailleurs voisine de celle utilisée dans la famille des schémas TVD (Total Variation
Diminishing) (Hirsch, 1998).

Ce limiteur de flux a été introduit dans le code de calcul. Toutefois, pour les applica-
tions abordées, sa mise en ceuvre n’a pas été nécessaire, les champs de température
et de concentration obtenus étant non oscillants.
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Annexe G :
Validation de la méthode numérique en convec-
tion naturelle

1 Convection naturelle de I’air en cavité carrée
1.1 Description du probléme

Ce cas-test de référence est décrit par de Vahl Davis (1983). Il s’agit du probléme de
I’écoulement laminaire, visqueux, bidimensionnel et stationnaire de l'air dans une cavité
carrée. Les parois verticales sont maintenues chacune & une température donnée, tandis
que les parois horizontales sont adiabatiques (Figure G.1). L’approximation de Boussinesq
est adoptée, et les propriétés physiques de l'air sont supposées constantes.

S S S S S S S

S S S S S S S S X

a

Figure G.1: Description du cas—test de de Vahl Davis (1983)

Adimensionnement :

Les variables adimensionnelles du probléme sont les suivantes, les différentes notations
étant définies dans la nomenclature de cette annexe :

z=2/a,y=yv /a (G.1)
vV=V/V (G-2)
P=(P'+p,9Y) / (0V5) (G.3)
T=(T"-T) | (T — ) (G.4)
t=1tk,/a® (G.5)
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Equations de bilan :

Les équations physiques sont ici considérées sous leur forme instationnaire, contrairement
a l'approche de de Vahl Davis (1983). Leur expression adimensionnelle est la suivante :

V-V=0 (G.6)

ov
5 +V-(VV)=-VP+PrV?V +Ra,.Pr.Te, (G.7)
aa—f +V-(TV)=V°T (G.8)

Conditions aux limites :

V=0 en z=0,z=1,y=0,y=1 (G.9)
T=1 en z=0 (G.10)
T=0 en z=1 (G.11)
Z—Z;:O en y=0,y=1 (G.12)

Conditions initiales :
VzO,le,T:% a t=0 (G.13)

Pour résoudre le probléme (G.6)—(G.13) a l'aide du code de calcul, une comparaison
formelle est faite entre ce probléme et la formulation du modéle de solidification en variables
physiques (Table 6), résolu par ’algorithme de la Table 7 :

E¢ | €Es | Py | Mo IBTg ‘ IBS (pCp)m ‘ Cp[ Am ‘ K ‘ Dy | D, i_lms }_ng

Ra, .Pr

1‘0‘1‘1% 0‘ 1 ‘1‘1‘10301‘0‘0‘0‘0

ol (Br et Bs sont les coefficients d’expansion thermique et solutale, qui interviennent dans
I’équation de Boussinesq (II1.2.2).

Les valeurs initiales des champs de concentration dans le solide et le liquide, qui ne jouent
ici aucun role, sont prises égales a 0 et 0,5 respectivement, et des conditions de flux nul
sur les parois sont imposées pour ces deux champs.

1.2 Reésultats

La Table G.1 résume les résultats numériques obtenus, alors que les visualisations des
isothermes et des lignes de courant figurent dans la Table G.2.
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Nous avons calculé le nombre de Nusselt Nu, représentant le flux de chaleur global adi-
mensionné, calculé sur la paroi de gauche de la cavité :

Lar
Nu, = — [ =—
to /0 Ox

ainsi que le maximum ¥,,,, de la valeur absolue de la fonction de courant ¥. Cette derniére
étant définie par les relations :

dy (G.14)

z=0

ov

Vo = ———— G.15
. - -5 (G.15)

ov
= — G.16
Vo= o (G-16)

elle est solution du probléme suivant :

ov, 9V,
*p .~ Q G.17
v o ay dans ( )
U = 0 sur 09 (G.18)

Le schéma amont du premier ordre a été utilisé dans la résolution de ’équation d’énergie,
pour les nombres de Rayleigh inférieurs ou égaux & 10%, avec un maillage assurant la
présence d’au moins cing volumes de controle scalaires dans ’épaisseur de diffusion visqueu-
se 0y, qui représente la distance entre une paroi verticale et le pic du profil de vitesse au
voisinage de cette paroi. Lorsque le nombre de Prandtl est inférieur a l'unité (Pr = 0,71
pour l'air), §, est en effet inférieure & ’épaisseur de couche limite thermique. Les valeurs
de 4, peuvent s’estimer grace a la loi d’échelle suivante, pour les fluides de nombre de
Prandtl inférieur a I'unité (Bejan, 1995) :

—1/4
8y~ %%) (G.19)

La convergence au maillage de la méthode numeérique est démontrée pour les valeurs 10° et
107 du nombre de Rayleigh. Pour cette derniére valeur, 1'équation de I’énergie a été résolue
a l’aide du schéma QUICK (Annexe F). On peut remarquer que les résultats sont déja
proches de la solution de référence avec le maillage 48 x 48 (régulier selon y et sinusoidal
selon z) qui assure la présence de 2 volumes de controle scalaires dans dy.

Les comparaisons avec les solutions de référence (Table G.1) sont trés satisfaisantes pour
le nombre de Nusselt. En ce qui concerne les valeurs de ¥,,,,., I’erreur relative par rapport
a ces solutions est tres légerement plus grande que pour Nu,, mais toujours inférieure a
2%. Cela peut s’expliquer par l'utilisation du schéma amont du premier ordre dans la
résolution des équations de Navier—Stokes. Par ailleurs, la valeur de W, se situe dans la
région du centre de la cavité, ou la taille des mailles, réparties de maniére sinusoidale dans
la direction horizontale, est la plus importante.

Les visualisations des champs d’isothermes et de lignes de courant, obtenus pour les valeurs
10%, 106 et 107 du nombre de Rayleigh, sont conformes & ceux des solutions de référence.
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2 Convection naturelle en cavité poreuse

2.1 Description du probléme

Il s’agit du probléme de 1’écoulement laminaire, visqueux, bidimensionnel et stationnaire
d’un fluide binaire, dans une cavité rectangulaire remplie d’'un milieu poreux homogéne
et isotrope. Les parois verticales sont maintenues chacune & température et concentration
données, tandis les flux de chaleur et de masse sont nuls sur les parois horizontales (Figure
G.2). L’approximation de Boussinesq est adoptée, et les propriétés physiques du fluide et
du milieu poreux sont supposées constantes.

, oT’ ocC’
y —, =0, — =0
oy oy’
T milieu poreux T
b ! saturé par un 2 g
C fluide binaire C
1 2
T ac X
— =0, — =0
ay’ ay’
a

Figure G.2: Cas—test de convection naturelle en cavité poreuse

Adimensionnement :

z=2'/by=y/b (G.20)
V=V'/Vi,P=(P +p,9Y) | (p,V7) (G.21)
T=(T-T) | (T1 —T), C=(C'—Cy) | (C, —Cs) (G.22)
t=1t"y, /b (G.23)
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Equations de bilan :

Les équations de bilan s’écrivent sous la forme :

V.-V=90 (G.24)
ov ) €
Bt +V-(VV)=-VP+V?’V+ (GI“TT + GI“SC) ey — D_aV (G.25)
%—f +V-(CV)=Sctv2C (G.26)
or —1x72
oo +eV - (TV) =R\Pr VT (G.27)

ol les différents nombres adimensionnels sont définis dans la nomenclature de cette annexe.

Conditions aux limites :

V=0 en 2z=0,z=A41y=0y=1 (G.28)
C=1,T=1 en z=0 (G.29)
C=0,T=0 en z=A"1 (G.30)
%zo,g—zzo en y=0,y=1 (G.31)
Conditions initiales :
VzO,le,C:%,T:% a t=0 (G.32)

Le probléme (G.24)—(G.32) a été résolu dans le cadre des hypothéses de travail de Goyeau
et al. (1996) :

A=1,0=1Ry=1 (G.33)

Formellement, la porosité € est prise égale & l'unité.
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Une comparaison formelle est faite entre ce probléme et la formulation du modéle de
solidification en variables physiques (Table 6), résolu par l'algorithme de la Table 7 :

€t | €s | Po | M2 /BTg ‘ /Bsg ‘ (pCp)m ‘ Cpg )\m ‘ K ‘ Ds D( ‘ Bms Bml

1‘0‘1‘1‘GrT Gry 1 ‘I‘Pr_lDaI‘O‘Sc_l o‘o

ou Br et Bs sont les coefficients d’expansion thermique et solutale, qui interviennent dans
I’équation de Boussinesq (II1.2.2).

2.2 Reésultats

La Table G.3 résume les résultats obtenus dans le cadre suivant :

A=1,Pr=10,Le=10,Da=10"",N=0 (G.34)

Cette valeur de Da correspond & un régime d’écoulement darcéen, ou les forces de frot-
tement, qui s’exercent sur l'interface solide—fluide du milieu poreux, sont prédominantes
devant la diffusion visqueuse.

De plus, la valeur nulle de N signifie que I’écoulement de convection naturelle est généré
uniquement par les forces volumiques thermiques. Le transfert de masse résulte alors de
I’écoulement, mais il n’influe pas sur le transfert de chaleur.

Les nombres de Nusselt Nu, (G.14) et de Sherwood Sh, :

L aC
Sh, = —/0 W

sont déterminés en fonction du nombre de Rayleigh thermique du milieu poreux Ra*.

dy (G.35)

z=0

Le maillage est sinusoidal dans les deux directions, et sa taille a été choisie de maniére
& assurer la présence d’au moins deux volumes de controle scalaires dans 1’épaisseur de
couche limite solutale ds (qui est ici la couche la plus petite, car les nombres de Schmidt
et de Lewis sont supérieurs a l'unité). ds s’évalue par la relation :

b
Sh,

5y~ (G.36)

dans laquelle Sh,, s’estime par la loi d’échelle suivante, valable lorsque Le > 1 et | N |« 1
(Nield & Bejan, 1998) :

Shy, ~ (Ra*Le) i (G.37)

Les valeurs des nombres de Nusselt et de Sherwood, pour les valeurs 100 et 200 du nombre
de Rayleigh, sont trés proches de celles obtenues par Goyeau et al. (1996).

Pour Ra* = 1000, les valeurs du nombre de Sherwood différent davantage de celles de
Goyeau et al. (1996). Toutefois, la convergence au maillage de la méthode numérique est
démontrée pour cette valeur de Ra*, par les résultats obtenus sur des maillages 62 x 62 et
92 x 92.
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Les différences entre nos résultats et ceux de Goyeau et al. (1996) sont tout de méme
modérées. Le schéma hybride (Patankar, 1980), utilisé par ces auteurs, pourrait étre a
I’origine de ces différences : ce schéma posséde une précision du deuxiéme ordre lorsque
le nombre de Péclet de maille est inférieur & deux en valeur absolue, alors que le schéma
amont que nous avons utilisé n’est que du premier ordre.
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Nomenclature de I’Annexe G

A

Sc

Sh,,

rapport de forme (b/a)

largeur de cavité, m

hauteur de cavité, m

concentration imposée sur la paroi de gauche
concentration imposée sur la paroi de droite
K, / b* : nombre de Darcy

capacité calorifique du fluide, J.kg . K~!

diffusivité massique du fluide, m?.s~!

vecteur unitaire dans la direction y

2 1

accélération de la pesanteur, m*.s™

Bsg (Cl - CZ) b

2
Y

: nombre de Grashof solutal

Brg (T1 — Tp) b

2
Yo

: nombre de Grashof thermique

perméabilité de référence, m?

ko / D, : nombre de Lewis

Grg / Gr,, : rapport des forces volumiques

nombre de Nusselt global (calculé sur la paroi de gauche)
pression adimensionnelle

v, | K, : nombre de Prandtl

Gr,.Pr.Da : nombre de Rayleigh thermique du milieu poreux

Brg (Tl - T2) a?
VOHO

: nombre de Rayleigh thermique du fluide

Am / Ae
v, / D, : nombre de Schmidt

nombre de Sherwood global (calculé sur la paroi de gauche)
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t  temps adimensionnel
T  température adimensionnelle
T7 température imposée sur la paroi verticale de gauche, K

Ty température imposée sur la paroi verticale de droite, K

A% vitesse adimensionnelle
Ko . y -1
V, — : vitesse de référence, m.s
a
Yo . o Af -1
Vv 7 vitesse de référence, m.s
Ve composante horizontale de V
Vinme. Vvaleur maximale de V, sur le plan médian horizontal (y = 0.5)
Vy composante verticale de V
Viymes ~ valeur maximale de Vj, sur le plan médian vertical (z = 0.5)
x abscisse adimensionnelle
Y ordonnée adimensionnelle
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Lettres grecques

Bs coefficient d’expansion solutale

OBr coefficient d’expansion thermique, K1

s épaisseur de couche limite solutale, m

Oy épaisseur de diffusion visqueuse, m

At pas de temps adimensionnel

Ko diffusivité thermique du fluide, m?.s~!

by, conductivité thermique du fluide, WK 1.m~!

Am conductivité thermique du milieu poreux, W.K~!.m~!
v, viscosité cinématique du fluide, m?.s™!

£ masse volumique, kg.m—3

(pCp),, capacité calorifique volumique du milieu poreux, J.m™3.K~*

o (PCo)rm | (PoCi)

1 fonction de courant adimensionnelle

U naz maximum de la valeur absolue de ¥ dans la cavité
Exposant

"’ grandeur physique dimensionnelle
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Table G.1: Résultats du cas—test de convection naturelle de l’air

Ra, Maillage, Quantité | Résultats Solution Erreur | Schéma
pas de temps de référence
x : sinusoidal Ra, <109 : [1]
y : régulier Ra, =107 : [2]
103 27 x 27 Nu, 1,138 1,117 1,8% | UDS1 *
Ve 3,401 3,649
At =102 Vimas 3,583 3,697
U,z 1,115 -
10* 41 x 41 Nu, 2,249 2,238 0,5% | UDS1
Varaa 15,68 16,18
At =102 Vimas 19,09 19,62
U oz 4.593 -
10° 60 x 60 Nu, 4,543 4,509 0,8% | UDS1
Vimas 35,78 34,73
At =102 Viymas 67,77 68,59
U,z 9,766 9,612 1,6 %
73 % 73 Nu, 4,538 0,6 %
Veras 36,02
At=1,25.10"%| V... 68,05
Uinaz 9,742 1,3 %
106 85 x 85 Nu, 8,866 8,817 0,6 % | UDS1
Vimas 66,59 64,63
At =10"* Vimas 219,92 219,36
U,z 16,996 16,75 1,5 %
107 48 x 48 Nu, 16,65 16,52 0,8 % | QUICK
Vmas 130,8 148.8
At=10""* Viymas 687,0 699,3
Uz 29,56 30,17 2 %
70 x 70 Nu, 16,517 0,02 %
Veras 132,0
At=10"* Vimas 690,0
Uinaz 29,79 1,25 %

[1] : de Valh Davis & Jones (1983)
[2] : Le Quéré & Alziary de Roquefort (1985)
schéma amont du premier ordre
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Table G.2: Conwvection naturelle de l'air : isothermes et lignes de courant

1 " 1pe
] | 0.7
075k — 075k ——
0.2 2.7
] | 3.7
04 47
——) | 5.7
0.5H 06 0.5H o
— e 7.7
0.8 8.7
_—r 1
025 1 0 25H 97
0 0% 03 0T 1 09 FS 0T 07 1
RAYLEIGH . 1.ES RAYLEIGH . 1.ES
ISOTHERMES LIGNES DE COURANT
1 1F
] ]
0.75H — 0 75 —
02 l 4.2
] | e —]
04 | 78
|l—a05 l |—36
0.5 06 0.5 U
— | e 13.2
0.8 | 15
_—r e 166
025 1 0 25
Og 025 05 075 Og FS oS 075 1
RAYLEIGH . 1.E6 RAYLEIGH . 1.E6
ISOTHERMES LIGNES DE COURANT
1. 1E
| e () [ 3
075 —01 075 —
0.2 7
| e 0. 3 e —
0.4 11
] |13
05 06 05 s
e 0.7 —
0.8 19.
e 0. 9 N
0.25 1. 0.25 2.
e 25
[ 27
29
Oy S 0T 07 1 0% 0% o5 07 1
RAYLEIGH : 1.E7 RAYLEIGH : 1.E7
ISOTHERMES LIGNES DE COURANT
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Table G.3: Résultats du cas—test de convection naturelle en cavité poreuse

A=1,Pr=10,Le=10,Da=10"", N=0

Ra* Maillage, Quantité | Résultats Solution Erreur | Schéma
pas de temps de référence
x : sinusoidal 1]
y : sinusoidal
100 33 x 33 Nu, 3,109 3,11 0,3% | UDS1 T
At =5.10""1 Sh, 13,22 13,25 0,2 %
200 40 x 40 Nu, 4,935 4,96 0,5% | UDS1
At =5.10"1 Sh, 19,89 19,86 0,15 %
1000 62 x 62 Nu, 13,47 13,47 0% UDS1
At =1072 Sh, 49,20 48,32 1,78 %
92 x 92 Nu, 13,48 0,07 %
At =102 Sh 49,28 2,01 %

[1]

Goyeau et al. (1996)

schéma amont du premier ordre
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